SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS
AL VOLUM 12. N° 1

PROBLEMA N° 21

Dada la naturaleza de los enunciados, no se incluye aquf resultados numéricos
sino tnicamente un esbozo de cémo enfocar la respuesta a las cuestiones
planteadas.

Si se ordena las piezas por orden creciente del niimero total de miisicos se
puede obtener una solucién tomando las K primeras o suprimiendo las m — K
dltimas. Estos dos algoritmos “greedy”, que conducen al mismo resultado,
son bastante malos: ni tienen en cuenta la distribucién de los misicos por
especialidades, en cada pieza, ni aprovechan la informacién de que el programa
de la tournée consta exactamente de K piezas, ni tienen en cuenta, para la
decisién correspondiente a una iteracién, las tomadas en iteraciones anteriores.

Si se procede a ordenar las piezas, para cada especialidad, por orden creciente
de miisicos, la pieza K-ésima en cada una de estas listas da una cota inferior
del niimero de miisicos de la especialidad correspondiente que deberin formar
parte de la expedicién; de ahf se obtiene inmediatamente una cota inferior
del éptimo. De la tabla inicial de misicos por pieza y especialidad se puede
obtener otra, la de miisicos por pieza y especialidad por encima del minimo
tndispensable. La aplicacién de los algoritmos “greedy” del parrafo anterior
a esta tabla proporcionari en general mejores resultados que los obtenidos a
partir de la tabla inicial.

Como quiera que, en cada iteracién del algoritmo, se incorpora una pieza al
programa de la tournée, los minimos de cada especialidad pueden aumentar
(si el nimero de misicos de la pieza elegida para la especialidad es superior
al minimo anterior); se puede, en cada iteracién, obtener una nueva tabla y
un nuevo orden para las piezas alin no tomadas. El algoritmo “greedy” asf
esbozado tiene en cuenta en cada iteracién, por consiguiente, las decisiones
tomadas en las anteriores y actia, por asf decirlo, de un modo m4s inteligente.

Todos estos algoritmos, y las variantes que cabe obtener combinando carac-
teristicas de los mismos, son muy sencillos y es muy ficil formalizarlos. A
partir de ahi, cuesta muy poco contar el niimero de operaciones elementales
necesarias para ejecutar el algoritmo en el peor de los casos (realmente dicho
niimero, para este problema y estos algoritmos, depende poco del ejemplar
-“instance”- de que se trate).

La solucién o soluciones éptimas se pueden hallar por medio de algoritmos de
branch-and-bound (separacién y acotacién, exploracién dirigida). Se ha he-
cho ya referencia al cilculo de la cota; la idea general del procedimiento de
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separacién es obvia: separar las soluciones que contienen una pieza de aquéllas
que no la contienen (se ha de concretar la eleccién de la pieza que separa las
soluciones: puede haber un orden establecido a priori -por ejemplo: de menor
a mayor niimero total de misicos- o se puede determinar en cada vértice de la
arborescencia; la analogfa con los algoritmos “greedy” es patente). El problema
se presta a ensayar distintas variantes del branch-and-bound (por ejemplo sep-
arar con la “mejor” pieza en cada vértice o con la “peor”), aprovechando en la
aplicacién, desde luego, el valor de las soluciones obtenidas con los algoritmos
heur{sticos.

Para plantear el problema de los misicos como un programa lineal, se define
una variable binaria z; para cada pieza (valor 1 si la pieza se incluye en el
programa; 0 si no) y entonces se puede escribir:

[MIN)z = El Yy
=

Y; 2 i T =1, 2 0u

rzi=K
i=1
z; € {0, 1}

(y no es preciso imponer el caricter entero y no negativo de las y;, que estd
asegurado por el hecho de ser enteros los elementos de la matriz A).

A. Corominas

PROBLEMA N°¢ 22

Aunque desde luego cabria una discusién sobre algoritmos heuristicos y de
branch-and-bound, este comentario se centra en el planteamiento como PL.

Se supone que las duraciones son proporcionales a la longitud de cinta necesaria
para la grabacién, por lo cual se utilizan indistintamente ambos términos.

Una posibilidad es definir dos variables binarias para cada pieza (primera va-
riable igual a 1 si la pieza se incluyen en la primera pista, si no y andlogamente
en lo que respecta a la segunda variable) pero este enfoque es muy malo (2n
variables y 2n restricciones sélo para expresar la condicién de que cada pieza
tiene que incluirse en una pista y sélo una).

Pero basta con una sola variable binaria por pieza: el valor 1 indica que se
incluye en una cierta pista, y 0 que se incluye en la otra.

Se trata de minimizar la longitud de la cinta y ésta es igual a la de la pista mds
larga, por lo cual se puede escribir:

266



[MIN] z

L
v
-
i
) e
2
L)

z

v

1d.- (1-X;)

I

Pero obsérvese que la suma de longitudes ocupadas de las dos pistas es igual a
la suma de las longitudes correspondientes a las piezas D, por lo cual la pista
mads larga tiene una longitud igual o superior a la mitad de dicha suma. Por
consiguiente:

n
[M IN ] z = E d. I
i=1
TR
Y odiz 2 7
i=1
Lo cual es equivalente a maximizar la longitud de la pista mis corta, con lo
que resulta un problema de la mochila con iguales coeficientes en la funcién
objetivo que en la restriccién, es decir, un “subset sum problem”.

n
[MAX}Z=Z: d,':l:"

e
Tt
Ydiz; < —
=1 2

se llega también a un problema con esta estructura haciendo un cambio de las
variables z; por sus complementarias en (1).

A. Corominas

PROBLEMA N° 23

Cal recordar primer (veura Problema 15) que, sota la hipdtesis de que Z té
moments de quart-ordere finits, el vector de varidncies i covariincies mostral
8 = (822,82y,3yy)’ té distribucié assimptdtica normal, amb la segiient matriu
de variincies i covariincies

Ozzzz — Oz20z2z simétrica simétrica
(l) I =n-! Ozzzy — Ozz0zy Ozzyy — CzyOzy simétrica

Ozzyy — Ozz0yy Ozyyy — OzyOyy Oyyyy — TyyTyy
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Per tant, com que b = s} s;, es funcié de szz, 82y ¥ Syy, amb derivades parcials
3b/38., = —8728,y,

8b/B8ey = 872

i

8b/8syy =0,

aplicant ’anomenat Métode-5§ (Rao 1973, p. 388) obtenim que b tindra dis-

tribucié limit normal amb una varidncia aj simptdtica (que denotarem per
“avar”) donada per

(2) avar(b) = h'Th,

on h és el vector
e -2 -1 )
h= [—u:rn . P J ,0] ;

Ozz 1| Ozy SON, Tespectivamente, la varidncia i covaridncia poblacionals i I és la
matriu definida a (1). Desenvolupant (2) obtenim

avar(b) = n~t [a;fa,y(az,n)o;fazy = za;zzazy(axzxy)":—zl'f‘

02z (0zzyy) 02z ]

(3)

que és 'expressié de la varidncia assimptdtica de b pel cas general en que Z té
moments d’ordre-quart finits (es a dir, el cas (i) de ’enunciat del problema)

Abans de considerar el cas de que Z té distribucié normal, recordarem el
segiient resultat tipic de teoria de la distribucié normal multivariant (consultar,
per exemple, Anderson 1984 p. 49): si z, y, 4 i v son variables aleatories
amb distribucié conjunta normal multivariant, aleshores

Ozyuo = E(z — ps)(y - .“y)(“ = b)) (v — ) =

= OzyOuv T Ozulyy + Tzu0yu

(4)

Per tant, sota la hipdtesi de que Z té distribucié normal, tindrem
Ozzzz = 303, ,

Orzzy = 302202y

i

Ozzyy = OzzOyy + 202y0zy;
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és a dir, els moments d’ordre-quart que apareixen a (3) sén funcié dels moments
d’ordre-dos. Per tant, quan Z té distribucié normal, la varidncia assimptotica
de b donada per (3) serd

avar(b) = n~* [oy,07) — (02y07)’]
Nota que I’expressié de I’estimacié de varidncia, avar(b), pel cas de normalitat
de Z, sera

= = —1\2
avar(b) = n l(swﬂnl_(’zy’nl )

Aquesta estimacié de variincia coincideix amb l’estimador habitual de la
variancia de b quan aquest estadistic es considerat l’estimador de minims
quadrats ordinaris del coeficient de la regressié de Y sobre X (la coinciden-
cia es exacta llevat d’un factor funcié de n que tendeix a 1 quan n —+ o0)

En el cas (i), en que Z no té necessariament distribucié normal (en aquest cas
parlarem de “distribucié lliure”), ’estimacié de avar(b) utilitzard els moments
mostrals de Z d’ordre-quart. De fet, hom pot estimar ’expressié que apareix
a (2) substituint A per [s;2s.,, 3;,,1,0]' i T per la matriu n™'H, on H fou
definida a I’Observacié-2 de la Solucié al Problema 15. (En aquest punt, per
guarantir la consisténcia d’aquest estimador de variincia, necessitem que Z

tingui moments d’ordre vuité finits; recorden la Nota 2 al Problema 15).
Nota: El lector interessat amb extensions d’aquest tema a un contexte general

de P’anilisi multivariant pot consultar Wesselman (1987).

Albert Satorra i Brucart
Universitat de Barcelona
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