SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS AL
VOLUM 10. N° 4

PROBLEMA N2 9

Sea

Entonces Zl,...,Zn son variables aleatorias positivas e igualmente distributi-
vas. Sea E(Zi] = a. Se verifica:

Zl + oeee + Zn = 1
E[Zl) + oaee # E(Zn} =1

luego a = 1/n. Finalmente, como

resulta que E(Yi) = f/n,
C.M.Cuadras

PROBLEMA N2 10

Sean XppeoXin, ¥ XgpeoXon las muestras correspondientes a cada una de

las dos poblaciones, La funcién de densidad conjunta asociada a ambas pobla-

ciones viene dada por: n

n
El x 2 x_‘/ n,
‘]‘I{

_(nli\l +n2)\2))‘l j=1 lez 1 i

P(Xlkl,lzl =e Il x“I
i=1 =1 T
Por tanto, la matriz de informaci6n de Fisher, seré:
. ?%lo M .y 3%ogp, M2
8, = E(—ﬁ?L)—_AJ B2z = -E ( ag\g )‘)\2

3%lo
B2 =&, =-E ('T-Xi“g)\%) % 0

Dicha matriz permite definir en la variedad paramétrica 2 = Q; x Q; =
={( A&y, X2) €R* : Ay , A2 >0} un tensor covariante, de segundo or-
den, simétrico y definido positivo, que podemos tomar como el tensor métri-
co de {2, dotdndola de estructura de variedad riemanniana. El siguiente pa-
so consiste en calcular la distancia riemanniana entre dos puntos de la va-
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riedad Q . Para ello resulta conveniente introducir el cambio de pardmetros
(X1,A2 ) + (uy, uz) definido por: uy = 2V Ay, uz= 2 VA2 . Este cambio
constituye un difeomorfismo de § en s mismo con matriz jacobiana:

T
J=(2 _u_z)
0 2

por tanto, bajo el nuevo sistema de coordenadas (ui, Hz) el tensor métrico,
en forma matricial vendrd dado por:

m 0
G =
0 nz

y la distancia riemanniana entre dos puntos de coordenadas {ul ,u

)y
: : : 2
(v ,,v, ), en el nuevo sistema de referencia, serd simplemente:

p=yn, U v JF+n,u -v,

y al ser la distancia invariante frente a cambios admisibles en el sistema
de coordenadas, €sta vendri expresada en el antiguo sistema de referencia
por:

p=2Vn (Vi - /iy Penz(V R -V P

siendo ( Ay, A2 ) ¥ (ny, n2) las coordenadas de los puntos que distanciamos.
La distancia obtenida por este método se conoce como distancia de Rao.

Una vez tenemos explicitamente la distancia de Rao, consideremos el punto
en la variedad paramétrica { deteminada por la estimaci6én mé&ximo-verosi-
mil de A1 y A2: X1 = X1 y A2 = X2 . Entonces podemos considerar a la sub-
variedad paramétrica determinada por la hip6tesis nula: w={( Ay, Az )€
€Q: X\ = Xz} y definir a la region critica del contraste como el conjunto
de puntos del espacio muestral tales que la distancia entre (Jn‘:1 , X, ) yw
sea mayor que una cierta constante a determinar que dependerd del nivel
de significacion € del test.
g del test, i L

W ={ x€N"*"2 .5 x,,x,)z K }

€ W £
siendo

§, %2 %) =inf ol X2), (M, A2 )
( Al! Az) C w

Por tanto tendremos ahora que calcular § (;, .;2). Teniendo en cuenta
que A, = A, si (A, ) € w, entonces“bastard minimizar:

0% (XX ) (A, ) = 4lm (VA VX, 1 v, (VA Vi, 1%

Obteniéndose un minimo cuando:

A wMNA TN X2

m + N0
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Yy entonces:

5w(?,.x,)=2\/%i-£:—(\/'f—, - ¥E P

Por tanto, en este caso la regién critica vendra dada equivalentemente

por:
w ={xeN“1""2:ﬁi—q‘—(\/}2 -V, Pz i)
£ n, +n, €
y KE se determina teniendo en cuenta que 6§ ? bajo H, sigue asint6ticamen-

te una distribuci6bn X2 con 1 grado de liberta

Problema n¢11] J.M. Oller

En la figura se ha representado grificamente |a situacién, indicando
con trazo continuo las transiciones que consumen tiempo (1 dfa) y con dis-
continuo las que no. Aparecen claramente diferenciados los vértices-azar: A
y B de los vértices-decisi6n: AR, AL, AQ, BC Yy B®. Aunque no es el dnico
procedimiento emplearemos estos segundos como estados en nuestro proceso
y los primeros como estados auxiliares (principalmente para resumen y sim-
plificacién de célculos, aunque su significado fisico estd fuera de toda duda),

80
AR BC
25 140
40
5] f
2 -20
. 300 60 8
-10 A
s 160
‘\<f5 g -20
-10 ] Ag BY
-40

La forma normalizada del problema aparece en el esquema de la Tabla, don-

de hemos prescindido de rgl;) ya que al ser independiente de j (depende del
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estado inicial, i, y de la decisi6bn de Viajar o Esperar, k) se confunde con
(k)

9 -
PROBABILIDAD DE TRANSICION
ESTADO ACCION o) RENDIMIENTO
INICIAL Pij MEDIO
ESTADO FINAL (j) )
(i) (k) AR AL AQ® BC BOQ (qi )
v ,40  ,60 140
AR E 25,30 45 -10
AL v ,40  ,60 60
E , 25,30 ,45 -10
AD Vv ,40 60 -40
E 25,30 ,45 -10
BC Y , 25 ,30 ,45 80
E ,40 60 -20
BO v , 25,30 ,45 -40
E ,40 60 -20

Evidentemente en régimen estable las acciones E son absurdas en los esta-
dos AR y BC, y deberfamos haberlas suprimido de la tabla. Solo las emplea-
remos para cumplir las condiciones de contorno.

Llamemos VAR(N), VAL(N), VAQ(N), VBC(N), VB(D(N) al valor esperado en ca-
da uno de los estados cuando faltan N dfas para terminar la semana y se
va a seguir la politica 6ptima.

Los valores medios en los estados auxiliares A y B los llamaremos aA(N) y
an(N):

B

aA(N)

0,25 . VAR(NJ + 0,30 (N) + 0,45 . VA(D(N)

* VAL
aBINJ = 0,40 . VBC{N} + 0,60 . VBo (N)
Su significado es simple, aA(N) es el valor esperado en A cuando faltan N

dias antes de saber si hay © no carga y de qué. v,(N) es el valor espera-
do cuando faltan N dfas, se estd en A y se ha comprobado que hay ROSAS.

Las ecuaciones de recurrencia son las siguientes (reduciendo sistem&ticamen-
te las a).

gy = min { a,(N), ag(N)}
BA(N) = aA(N) - By
EB(N) = ag(N) - gy

136



VARIN#1) = av {140 « ag(N) ; -10 + a, (N)}
VALN+1) = max {60 + EB(NJ ; -10 + EA(N; }
VAQ(N+I} = max {-40 + ;B(N) ; =10 + ;A(N)}
VecN*1) = max (80 + EA(NJ ;=20 + EB(N) }
vpp(N+1) = max (.49 , ay(N) ; -20 + ag(N)}

a) Los valores iniciales son muy simples habida Cuenta que hay que terminar
el recorrido en A,

vAR(l) = -10 VBC[IJ = 80
VAL[” = -10 VBQ(” =-40
VAO(“ = -10

n
[
8

que serfa equivalente a tomar H'A(O) =0 a‘B(OJ

En la Tabla siguiente se recogen los cAlculos



8¢l

3 4 5 6
S bl i 2 % 1wk & = P " = v k| a 8 v k a ® v k a
AR 10 | E 158 | v 4o | v MO EY O 0 |V
AL | ol-10 | Eb1o| 0 |78 | v|584 |276 | 60 | v | 6092 25,32( 80 | V|59.89 | 2657 60 |V | 6046 | 2589 | 60 |V |60,15
AD -0 | E 10 | E 176 | E 1| E 16,57 | E 1589 | E
o = & | v e i 105,32 | V 106,57 | v 105,89 | V
8 |18 38| 0 3560 0 A, 0 M) 0 33,89
BO a0/l % 2 | E 24 | v 14,68 | v -13,43) V NYRIIR"
-10 30,8 35,60 33,32 34,57
El valor semanal esperado es -10+30,8+35,60+33,32+34,57+60,15 = 184,44 y
la politica es viajar siempre salvo en AQ®, de lunes a jueves, el viernes no
viajar tampoco en B(Q y el sibado desde B viajar con o sin carga, y en A
permanecer sin viajar.
b) Si no se impone la condicién final aA(OJ = aB(O} = 0 y los célculos apa-
recen en la Tabla.
0 1 2 3 P P &
a v| k| al a v k a 8 v k a a v k a a v k a a v k a
AR 140 | V 140 v 140 v 140 v 140 v 140 V.
AL | o |60 | v|485/289 60 | v |61,32|2482]| 60 |v |5967 | 2685 60 | V[60,58 | 2573 60 | V |60,08| 2635 60 | vV |60,36
A -0 | E 185 | E 14,82 |E 16,85 | E 157 | E 1635 | E
BC 80| v 108.5 | v 104,82 V 106,85 | v 105,73 | V 106,35 | v
0 20 | o 35| 0 282 o 3485 | 0 3373 0 34,35
BO -20 | E bis | v -15,18| v FI3IS [V =1427 | V -13,65 | V
20 36,5 32,82 34,85 33,73
El valor semanal esperado es 20+36,5+32,82+34,85+33,73+60,36 218,26 (el

aumento 33,82 se debe al menor condicionamiento). La politica consiste en
viajar siempre, excepto en AQ de lunes a viernes, y el sdbado no viajar
tampoco en BQ.




c) De los casos anteriores parece deducirse que a largo plazo la politica
adecuada es viajar salvo en el estado AQ

w°(AR) + g° = 140 + 0,40 w° (BC) + 0,60 w°(BQ)
w°(AL) + g° = 60 + 0,40 w° (BC) + 0,60 w°(BQ)
w°(AQ) + g° = -10 + 0,25 w° (AR) + 0,30 w°(AL) + 0,45 w°(AQ)
w°(BC) + g° = 80 + 0,25 w° (AR) + 0,30 w°(AL) + 0,45 w°(AQ)
w°(B@) + g° = -40 + 0,25 w° (AR) + 0,30 w°(AL) + 0,45 w°(AQ)
Por homogeneidad con lo anterior haremos:
0,40 w°(BC) + 0,60 w°(BQ) =
de donde:

g =198 - 3413 we(AR 587  w°(BC) =

} =10
w°(AL) = 25,87 w°(BQ) =-48
wo(AQ) = -18 0,25w°(AR)+0,30w°(AL)+
+ 0,45w°(AQ) = 26,13

Determinemos si puede mejorarse

We° (AR) = max {140+0 ; -10+26,13 } -34,13 = 105,87 = w°(AR)
We (AL) = max { 60+0 ; -10+26,13 } -34,13 = 25,87 = w(AL)
We (AQ) = max {-40+0 ; -10+26,13 } -34,13 = -18 = w°(AQ)
We (BC) = max { 80+26,13 ; -20+0 } -34,13 = 72 = w°(BC)
We (BO) = max (-40+26,13 ; -20+0 } -34,13 = -48 = w°(BQ)

Hemps alcanzado el 6ptimo, el beneficio medio diario equivalente mé&ximo
es g = 34,13, descansando s6lo en A cuando no hay carga.

Este problema tiene numerosos antecedentes en la literatura. Tal cual fué
propuesto en una prueba parcial el 23 de Abril de 1973.
R.C.PF.

R.Companys
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