ANALISIS ESTADISTICO EN SIMULACIONES DE SISTEMAS DE ESPERA

D. FONTANA SANCHIS, C. DIAZ BERZOSA

EL objetive def anticulo es descrnibin Los cnitenios estad{sticos exisfentes -
actualmente, para estiman por simulacibn Los pardmethros mds significativos en
un sistema de colas. Cuando se reafiza una simulacién de un modelo de colas,
aparecen trnes problemas fundamentales: La dependencia estadistica enire suce-
sivas observaciones, La insegunidad, en ocasdiones, de estar en el estado esta
cionario y La seleccibn de estimadores. Los dos primenos problemas se pueden
nesolven consiguiendo muestras que sean independientes e Lguafmente distrnibusl
das y en ef articulo se descraiben varias de Las téenicas utilizadas para ana-
Lizan Las salidas de simulacibn. En cuanto a La seleccibn de estimadonres, se
descniben algunos estimadores consistentes y Las diferentes téenicas para ele

gin estimadores com menor varianza.

STA DE STMBOLO
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clstico. R(t) : Variable discreta del nfimero de
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ciclo de regeneracidn i. X5 : Estado inicial del proceso Xe
Y Caracterfstica del sistema de es Media de la variable R(t+4t)-R(t)
) pera que se desea conocer., v : Varianza de la variable R(t+At)-
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n : Nfimero de muestras. W : Valor del tiempo de espera gque -
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ciones. cidén aproximados.
a : Valor medio de<ﬁ_con n observa-- € Amplitud del intervalo qﬁe deter
ciones. mina los puntos de regeneracidn
b, (n) : Sesgo del estimador fl. ) - aproximados. »
0y2 : Varianza de Y,. SRR Secuencia de aleatorios de llega
Oaz : Varianza de oy - da y de servicio en la simulacidn
Iye : Covarianza de o e Y;. k.
ks : [¢_1(l—6/2)]2/n A Tasa de llegada en un sistema de
® (x) : FPuncidn de distribucidn N(0,1). espera.
8 : Variable que define el coeficien_ E(52 Tiempo medio de servicio en un ~

te de confianza.
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E(s™) : Momento de segundo orden de la -
distribucibn de servicio en un -
sistema de espera.

Q : Nmero medio de usuarios en cola
en un sistema de espera.

W : Tiempo medio de estancia en un
sistema de espera.

L : Nmero medio de usuarios en un

sistema de espera.

v : Trabajo medio en un sistema de
espera.
d : Tiempo medio de espera en cola

en un sistema de espera.

ai : Estimaciones de d.
Q, W,L,V : Estimaciones de Q,W,L,V.
Mi : Valores de una caracteristica de

un sistema en una determinada si

mulacidn.

Mi : Variables de control concomitan-
tes de M..

-~ - i

Y,P : Estimadores de Y.

e : Coeficientes que definen el esti_
mador.

ZT) : Variable aleatoria para la simu-
lacidn m.

a_. : Covarianza de Zm) y Z?)

mj i i

INTRODUCCION

Para evaluar, por métodos analfticos, el —--
comportamiento de los sistemas actuales -~ -
econdmicos, con ordenadores, de investiga--
cibn operativa, telefdnicos, etc. - se ob--
tienen dos tipos de soluciones: a) exactas
que necesitan métodos numéricos para resol-
verlas y b) aproximadas qgue requieren algo
ritmos ma&s o menos sofisticados /1/. En am
bas situaciones, ser& necesario validar es-
tas soluciones y sus resultados analfticos

mediante modelos de simulacidn.

La simulacidn puede representar, més fiel--
mente, las caracteristicas de los sistemas

y suele ser m8s flexible para introducir --
cambios y valorar alternativas /2/} sin em-
bargo, no hay que olvidar gue sus resultados
son aproximaciones estadIsticas cuya preci-
sidn puede ocasionar un coste prohibitivo.
Por ello, serd aconsejable utilizar té&cni--
cas que reduzcan en lo posible este coste,
asegurando una buena precisidn, y su aplica
bilidad dependerd de las caracteristicas es
tadisticas, de la complejidad y de las va--

riables gue definen el modelo.

El objetivo de este articulo es describir -
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las técnicas estadisticas més significativas,
para estimar por simulacidén los parémetros de

comportamiento de un sistema de colas.

Cuando se realiza una simulacifén de un mode-
lo de colas aparecen varios problemas esta--
disticos: 19) determinar si se ha alcanzado

el estado estacionario, 292) conocer la depen
dencia estadistica entre las sucesivas mues-
tras, 32) elegir estimadores con caracterfs-i
ticas estadisticas apropiadas y 42) fijar el
tamafio de la muestra para obtener una preci-
sidén determinada. Los dos primeros proble--
mas se pueden resolver mediante las siguien-
tes técnicas: andlisis espectral, an&lisis -
de regresidn, método regenerativo y m&todos

de difusidn; descritos en los apartados 2.1,
2.2, 2,3 y 3.1 respectivamente. En el apar-
tado 2.3. se describen varios estimadores con-
sistentes y se dan criterios para reducir el
sesgo de los mismos. Respecto al tamafio de

la muestra, el principal interés se centra -
en reducir la varianza de los estimadores, -
con el fin de obtener el menor nimero de ---
muestras para el mismo coeficiente de con---
fianza. Para consegulr este objetivo, las -
técnicas que se describen en el apartado 4 -
son: con variables antitéticas, con estimado
res indirectos, con variables de control con
comitantes y con un solo generador de aleato

rios para dos simulaciones.

2, METODOS EXACTOS

Con el fin de estudiar la dependencia entre
las muestras, se han desarrollado,<principa}
mente dos técnicas; una que utiliza el m&to-
do de andlisis de varianza /3/, /4/ y otra -
que estd basada en el andlisis de regresién
/5/.

nerativo /6/ que elimina la dependencia mues

Por Gltimo, se describe el m&todo rege
tral y obtiene grupos de observaciones que
estén distribuidos igual e independientemen-

te.

2.1 Mgtodo de Andlisis Espectral

Debido a que las muestras obtenidas por simu
lacidn estdn correlacionadas, se puede apli-
car las té&cnicas de andlisis de varianza, ya
que &stas se basan en la dependencia lineal
del proceso. El proceso se describe, esta-
disticamente, mediante la funcién de correla
cidn, la funcién de densidad espectral y el

tiempo de correlacibn.
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{Xt,—aait @ } es un proceso que se observa -
durante un periodo de tiempo T y a interva--
los At. La eleccién de At es critica, ya que
depende de las propiedades transitorias de -
Xt’ pero se podr& determinar si se conoce a

priori el comportamiento del proceso estocés
tico y si se puede asegurar gue, durante es-
te intervalo, no hay cambios significativos

en Xt y por tanto no se pierde informacidn.-
Para facilitar el tratamiento matemitico, se

elige At igual a la unidad.

En este método se puede observar gque la va--
rianza de la media muestral cuando T~ co es

inversamente proporcional a la longitud de -
la muestra, como en el caso de observaciones
independientes. Este hecho permite definir

unos periodos que pueden considerarse inde--
pendilentes entre sf, y por ello utilizar los
criterios de la estadistica clédsica. La mi-
tad de la longitud de este periodo es llama-
do tiempo de correlacidn y puede deducirse -
de los valores de la funcidn de autocorrela-
cibén estimados durante el periodo de observa

cidn T.

2.2 M&todo de Andlisis de Regresibn

En este método se aplica el andlisis de re--
gresi6n, durante la simulacibn, para estimar
din&dmicamente la varianza de la media de la
muestra. Esta estimacidn, se utiliza para -
determinar cuando se para la simulacidén. Pa
ra T observaciones del proceso {Xt} y en el
caso de que T sea suficientemente grande el
problema consiste en estimar la varianza de
it’ mediante un nlmero finito de autocova---
rianzas, lo cual se puede hacer si Xt se pue
de expresar como un proceso lineal de la for

ma:

[o0)
X, = E[x] + 2. a_ U__
t t &y S t-s (1)

donde a, es una serie de valores constantes
reales, {as; s=0,1,...,00} con la condici®bn
fasl<a)y U, es una serie de variables --
distribuidas idéntica e independientemente
+
. = - +
{Ut,tO, 1,... T o}.

Aplicando la teoria de procesos estoclsticos

U, = Z by (X._g ~ B[x.]) (2)

P
s=0

siendo p un nfimero entero positivo pequeno.
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Indudablemente, no siempre [ tendrd un nime
ro finito de sumandos, pero se puede aproxi-
mar a p términos, sabiendo que si p aumenta,

la precisi6n de la aproximaci®n aumentar&.

Para estimar los p pardmetros bs’ el ndmero

T de observaciones necesarias, y por tanto -
la varianza de la media, Fischman /5/, propo
ne un método que se puede implementar fécil-
mente en un programa de ordenador. De todas
formas, en algunos casos, serd necesario rea
lizar un ajuste debido a la sustitucibén de -
la varianza de la media por una estimacién,

y aconseja que como distribucién de la mues-
tra se elija la distribucibén de Student con

unos grados de libertad equivalentes, que se
determinarén comparando el proceso gue se es
t4 observando con un proceso de observacio--
nes independientes. También las condiciones
iniciales pueden influlr en el comportamien-
to del proceso, por lo gue serd importante -
reducir esa influencia eliminando las prime-

ras muestras que se han obtenido.

2.3 Método Regenerativo

Esta técnica estd basada en el hecho de que
muchos sistemas estocésticos tienen la pro--
piledad regenerativa, es decir, existen unos
puntos tales que el sistema empieza de nuevo
desde un punto de visto probabilistico. EI1
periodo transcurrideo entre dos puntos conse-
cutivos, se denomina ciclo de regeneracién.
Esta propiedad permite recoger de la simula-
cibn grupos de datos que estén distribuidos
idéntica e independientemente y resuelve dos
de los principales problemas gue existen en
simulacién, como son: cuando el sistema al--
canza el estado estacionario y la dependen--

cia estadistica entre muestras.

Por esta razdn, se pueden aplicar los mé&to--

dos estadisticos cl&sicos para estimar carac

‘teristicas puntuales de los sistemas, y de--

terminar intervalos de confianza, en lugar -
de tener que recurrir a técnicas de an8lisis

mds sofisticadas.

El problema mds importante es obtener dichos
puntos de regeneracién de forma gue sean in-
finitos o sea que el sistema pase por ellos
en un ntmero ilimitado de veces, y que la es
peranza de la longitud de los mismos sea fi-~
nita.

En teoria de colas, se define con facilidad
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una secuencia de estos puntos, siempre que -
la carga del sistema permita tener una serie
infinita de periodos ocupados y libres; bas-
ta con elegir los momentos en qgue un usuario

se encuentra con el sistema vacio

Una vez determinados los puntos de regenera-

cibn Bo’ B ..B_ vy las caracteristicas del

17" n
sistema que se desean estimar, habrd que ele

gir estimadores de esas caracteristicas.

51 Yi es la caracteristica observada en el -
ciclo 1, un estimador ry de Y en el sistema

viene dado por:

.= Y (3)
B, = ol

Y.

i=1 i

en donde o, es el nGmero de usuarios observa

dos en el ciclo i, vy n el nimero de muestras.

Este estimador tiene un sesgo

bj(n) = - é% Z [—Oga - 3%31+ 0 (%) (4)
en donde

o2 = E [(¥; - E(yiﬁ)zj (5)
0,2 = E [(ai - E(ai))zj (6)
o = E [(x; - (X)) (a; - E(e;))] (7)

se puede observar que el estimador r, es con

sistente.

Existen varios métodos para -obtener interva-

los de confianza. Si éyz,
timaciones insesgadas de O

Sya ¥ S,2 son es-

y2' Tya ¥ 042

s, = H%I 2;: (v, - D7 (8)
y i=1

n
T 2_~ _
yo T o1 b (¥; = ¥ita; -0 (9)
~ _ 1 -2
Sa2 T oI 1 (g = a) (10)

Iglehart /7/, propone los siguientes estima-
dores puntuales con sus correspondientes in-
tervalos con el fin de reducir el sesgo de

rl.
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Beale }b(n) = ——

3 1+ Syu/ (n Yg)
a

1+ 5,2/ (05%) (11)
n
o 1 :
Jackknife rj(n) = 0 g;i ei (12)
donde
8=n—‘_‘——<n-1)<§;Y/;a) (13)
i 3 k#1 "k 1k
Fieller
?a - ka g::a (14)
if(n) - &2 _ ks gaz
donde
-1 2 ‘
kg = [9" (1 -26/2) 7] /n (15)

#(x) es la funcién de distribucién -
N(0,1) v (1-8) es el coeficiente =~

de confianza.

Tin
Y 1 gza gaz
. (n) = — b+ = =] (16)
[e3 Ya a
si ely
r o= E%E% (17)
Y
Zi = Yi - orog (18)
El intervalo de confianza vendr& dado --
por:
z Z
Sa Sa
I (n) = [r - = =, B+ = } (19)
X X Om1/2 X 0m1/2
para fx igual a rl, fb y it ; donde
_ o1
zg= g ~(1-8/2) (20)

y 02 es la varianza de Zi‘

Para obtener estos intervalos es necesario -

estimar el valor de 0 .

Como 02:0 2 - 2ro_ + rzg , el método cléasi

Y Yo a2 - ~ =
co consiste en estimar ¢ mediante s_,, s Yy
N y2 yo
Sy2°

Como estimador de r se podria utilizar cual-

quiera de ellos, pero normalmente se utiliza

rl.

Por tanto , el estimador de la varianza seré

- = - 2 L
c (n) §Y2 2 f‘l Sya + i‘l S(XZ (21)
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Esta estimacién de la varianza, permite cal-
cular los intervalos de confianza de forma -

aproximada para grandes valores de n.

Para el estimador de Jakknife ;j(n)’lx(n) -
tendrd la expresibn:

z z
_ _ “ba Sa
Ij(n) —[rj —_— . + —~—} (22)

2 . .
0" se estima mediante:

2
s (n) = ;Eai - 2 (n)] /(n-1) (23)

y el intervalo de confianza vendr& dado de -

forma aproximada por:
- [ Zg 8. zg §]
Ij(n) = rj - ;7751, fj + ;7751 (24)

Para el estimador de Fieller, el intervalo -

de confianza tendrd la expresidn

1/2 1/2
e ] (25)
a®-k 8 2 G%-k.8 2

Tgn) = [éf -

donde
2 2 - 2
=13 = . -ja -k 8 Y-k .§ 26
E“‘ kdgwﬂ [ 6“2][ ‘Syz] (26)

El estimador de la varianza esti correlacio-
nado con la media y puede producir resulta--
dos no satisfactorios cuando se sustituye --
por ella.

Fishman /8/ propone hacer un nfinero K de es

timaciones independientes (lo cual es f&cil
en el mé&todo regenerativo) y estimar r me---
diante:

K
i)
; e
5 i=1 1
=== - 27
Yo % (27)
y el intervalo de confianza de §K podrd obte
nerse mediante la t de Student.
Para estudiar la eficacia de estos estimado-
res, Iglehart /7/ analiz6 varios sistemas ~-
sencillos y llegd a las siguientes conclusio
nes. Para simulaciones cortas, el estimador
Jacknife presentaba menos sesgo y un interva
lo de confianza mds preciso, sin embargo, su
programacidén es mds compleja y necesita més

memoria.

En el caso de gque la memoria ne-
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cesaria sea un limite, recomienda los estima
dores de Tin y Beale, ya que los estimadores
fl y de Fieller son los gue tienen m&s sesgo.
Para grandes muestras, los estimadores de --
Jacknife y clisico dan buenos resultados, --
mientras que los de Beale y Tin sobreestiman
el valor de r y el estimaddr de Fieller sub-
estima r.

Iglehart y Shedler /9/ aplicaron esta técni-
ca al caso de redes de colas cerradas senci-
llas, para estimar caracteristicas (tiempos

medios y Prob{T<t}) del tiempo total de es--
tancia en la red de un trabajo determinado,

asf'como del tiempo parcial que el mismo tar
da en atravesar una parte de la red., En es-
te caso utilizan el estimador cl&sico y el -
intervalo de confianza mencionado anterior--
mente. Dado que tratan redes cerradas, el -
estado vacio no sirve como punto de regenera
cibn y para establecer los ciclos utilizan -
otros estados a los cuales llaman estados de

retorno.

3, METODOS APROXIMADOS

Tanto en las soluciones dadas en /4/ y /5/,
como en el m&todo regenerativo descrito en -
el apartado 2.3 en condiciones de alta carga
en los sistemas, pueden surgir dificultades
para obtener o bien la funcién de autocorre-
lacién o bien los puntos de regeneracibn. Pa
ra estudiar los sistemas de colas con esﬁas
caracteristicas, se han desarrollado princi-
palmente dos metodologfas: métodos de difu--
sidén /10/ y métodos regenerativos aproxima--
dos /11/.

3.1 MBtodos de difusidn

Estin basados en aproximar un proceso discre
to mediante un proceso continuo con unas con
Si R(t) es el ntmero

de trabajos en una cola (incluyendo el que —

diciones de contorno.

esti en servicio) y si At es suficientemente
grande para considerar que han ocurrido mu--
chos sucesos entre el tiempo t y t+At, es de
cir la cola nunca estd vacia en At, se puede
aplicar el teorema central del limite y se -
puede considerar que R(t+At)-R(t) se aproxi-
ma a una distribucién normal. En estas con-
diciones, la variable discreta R(f) se apro-
xima mediante la variable continua Xy r que -
La probabilidad

de transici6n de este proceso P(x_,x;t), don

es un proceso Wiener-Levy.
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de X

el tiempo t, satisface la ecuacibn de Fokker
-Planck.

es el estado inicial y x el estado en

2
op (X, Xit) v 37p(x_, xit) ap(xo,x;t)(ZB)
- aF - 3 _—~—2——'_ = m
ot 2 9% 9x

con la condici6n x(t)»0 y en donde m y v son
la media y la varianza del proceso R{t+at)-
R(t).

Los problemas b&sicos de este tipo de aproxi

maciones son:

1) La eleccidn de los pardmetros de difusidn
my v , los cuales pueden depender del es

tado y del tiempo.

2) La eleccibn de las condiciones de contor-
no apropiadas. Esta eleccidn depende de
los par8metros de las distribuciones de -

llegada y servicio.

3) Definir las probabilidades reales de esta
do, una vez obtenida la solucibén de proba

bilidades de estado del proceso continuo.

Con la ecuaci6n de Fokker-Planck y las condi
ciones de contorno elegidas, se obtienen las
probabilidades de transicidn y por tanto, ks
probabilidades de estado del sistema; estas

probabilidades se utilizan para calcular la

Me--
diante esta funcidn se puede calcular qué --

funcién de autocovarianza del proceso.

longitud tiene que tener la simulacidn para

lograr un valor determinado de la varianza -
de la media de la muestra gue se quiere esti
mar. Una vez obtenida la varianza y supo---
niendo normalidad de la media muestral, se -
pueden obtener intervalos de confianza para

estimar dicha media.

Moeller y Kobayashi /10/ aplicaron este métg
do a dos sistemas de colas, una G/G/1 y una

red ciclica con dos colas.

Existen otros métodos de difusi®n, para cal-
cular las probabilidades de transicif6n y de
estado /11/, que se podrian aplicar con los

mismos objetivos que el método ddscrito ante
riormente.

3.2 Métodos Regenerativos Aproximados

Cuando se simulan modelos de colas en condi-

ciones de alto tré&fico y se utiliza el mé&to-
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do regenerativo, las veces que el sistema pa
sa por el estado de espera cero es muy peque
fio y por tanto se deben elegir otros estados
regenerativos. Debido a que la espera es --
una variable continua, estos puntos son tam-
bién dificiles de alcanzar y se tienen gque -
aplicar técnicas aproximadas si se guiere se

guir utilizando dicho método regenerativo.

Crane e Iglehart /11/ describen cuatro técni
cas cuando se elige la espera de un usuario

como punto de regeneracién.

A) Discretizacidn total del espacio de esta-

dos.

Se considera que tanto las leyes de llegada

como las de servicio son variables aleatorias
discretas, con saltos y , por tanto los tiem
pos de espera tomar&n los siguientes valores

discretos {o,v,2y,...}.

La eleccidn del tamafio del intervalo y influ
ye en la precisién de la aproximacibén y del

método estadistico que se utilice. Siy es

pequefio, este nuevo proceso serd muy pareci-
do al proceso original, pero el nlimero de --
muestras ser& muy pequefio y por tanto las --
aproximaciones estadisticas, en las que esté
basado el método regenerativo, no serdn apro
piadas. Si el valor de y es grande, se pro-
duce un efecto contrario; por tanto la elec-
cidn de vy siempre serd una solucidén de com--

promiso,

B) Discretizacifn parcial del espacio de es-
tados.

El nuevo proceso se crea de forma que cada -
vez que el tiempo de espera de unl usuario ~-
pertenece al intervalo |w—€, W+E|, el tiempo
de espera se hace igual a W; y los tiempos -
Bi(w) son los puntos de regeneracidn del sis

tema. Estd aproximacién ser& mejor cuanto -

més pequefio sea € , pero los tiempos entre--
puntos de regeneracidn ser&n mayores, por lo
que € tendrd la misma problem&tica que Y en

la té&cnica anterior,
C) Acotacién estocédstica

Se definen dos nuevos procesos que acotan el
proceso original alrededor del tiempo de es-
pera W, de forma que en el primer proceso, -
16s tiempos de espera que pertenecen al in~-

tervalo se asignan a la cota inferior de es-
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te W ~£; y en el segundo proceso los tiempos
de espera que caigan en dicho intervalo se -
les da el valor W+e.

Los puntos de regeneracidn son Bi(w—E) y Bi
(W+€) para cada proceso, respectivamente. La
eleccibn de ¢ tiene los mismos problemas gque
en la técnica anterior. Se puede obtener el
intervalo de confianza del proceso original,
con un minimo coeficiente de confianza, me--—
diante los intervalos de confianza de cada -
uno de los nuevos procesos. En esta t&cnica,
la esperanza del proceso original estd acota_
da entre las esperanzas de los dos procesos
modificados, y la diferencia entre estas dos
esperanzas disminuye si el intervalo |W-e, -
W+e| es menor.

D) Puntos de regeneracidn aproximados

Los puntos Bi(w,e) son agquellos en que el --

proceso cae en el intervalo |W-e, W+e

;estos
puntos no son de regeneracidn del proceso y
por tanto los grupos de datos no estdn dis--
tribuidos idéntica e independientemente. Si
€ es pequeno se puede considerar como una --
aproximacifn y los puntos Bi(w,e) como pun--
tos de regeneracidn; por tanto los interva--
los de confianza, que se obtengan mediante -
los mé&todos exactos descritos en el apartado
2.3 , también ser&n aproximados. La longi--—
tud de los ciclos de regeneracidn aproxima--
dos serdn mayores cuanto menor sea el inter-
valo. Para estudiar la precisibn de los re-
sultados, habri que considerar la correla---

cidn entre ciclos sucesivos.

Para la eleccibén de cualquiera de estas téc-
nicas, los criterios que se deben tener en -
cuenta son: obtencifn de los intervalos de -
confianza del proceso original, facilidad de
implementacibébn y de modificacién en los pro-
gramas de simulacifn, precisifn en los inter
valos de confianza, grado de distorsibn en el
espacio de estados del proceso y coste de la

simulacién a igualdad de precisidn.

4, METODOS PARA REDUCIR LA VARIANZA

En general, es interesante seleccionar esti-
madores con la minima.varianza para reducir

el tamano de la muestra con el mismo coefi--
ciente de confianza. Cuando el tiempo de ob
servacién de cada una de las muestras es muy
grande, la reduccibn de la varianza es mis -
importante ya que el coste de la simulacibn

puede llegar a ser alto.
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Los m&todos mis interesantes que tratan de -
resolver este problema son: con variables an
titéticas /12/, /13/; con estimadores indi--
rectos /14/; con variables de control conco-
mitantes /15/ y con nfimeros aleatorios comu-
nes /16/.

4.1 MEtodo con Variables Antit&ticas

Este método se utiliz6 inicialmente para eva
luar integrales definidas por los métodos de
Monte Carlo. Consiste, basicamente, en defi
nir un estimador mediante una combinacidn 1i

neal de estimadores correlados.

Tanto en /12/ como en /13/ se describen dos
procedimientos que se aplican a teoria de co
las.

Se hacen dos simulaciones con n observaciones

cada una, de forma que la primera se realiza
con variables aleatorias independientes, ---
mientras que la segunda depdnde de la prime-
ra. En concreto, si se quiere estimar la me
dia de una caracteristica Y en un sistema de
colas, se obtendr&n n variables aleatorias -
Y (%)..,Y(l) en la primera simulacidén y n va

rtr (2) (2)

riables aleatorias Yl""'Yn en la segunda.

S1i Eil) es la secuencia de los aleatorios -

de llegada, y nil)

es la de los aleatorios -
de servicio en la primera simulacibn para un
sistema de colas, se definen dos procedimien
tos para determinar las secuencias Eiz)y niz
en la segunda simulacién de la forma siguien

te:

I A T b (29)
(2) _ . _ (1D
n =1 oa!
29) £ =D (30)
p(2) ()
i Ti

Utilizando estos'dos procedimientos se de——-

muestra que la varianza del estimador Y = ==
$ (1) (1) (2) (2)

vy Fooeak YU YT Y )/ (2n) es

menor que la que se obtendria realizando una
sola simulacibén con 2n observaciones indepen

dientes.
En un sistema de colas donde Y es la espera

media en una cola M/M/1, la varianza para el

estimador de la espera media ser4:
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Var(§)=(2—ln-)2:é‘ mé:l ;él jgl Cov (¥y (k),y

1 B

Mitchell /13/ da unos estimadores para las -

covarilanzas, cov(ng) B Y(k)) y cov(Ygl),
(2) i i+1 i

Yj ) v llega a la conclusidn que por cual--

quiera de los m&todos (29) y (30) se puede -

obtener una reduccidn de varianza de por 1lo

menos un 20% en los casos que estudi6.

Evidentemente, esta técnica podrd aplicarse
siempre que el modelo simulado permita defi-
nir dos cadenas de aleatorios antitéticos, -
sin que se pierdan las caracteristicas del -

mismo.

No siempre se puede predecir la eficacia de
un estimador antitético, ésta depende de los
pardmetros que definen el sistema simulado:

llegadas, servicios, etc.

4,2 MEtodo de Estimadores Indirectos

Si se quiere estimar la caracteristica Y de
un sistema y se pueden establecer relaciones
de Y con otros parametros del mismo sistema,
un método que puede reducir la varianza con-
siste en estimar dichos par&@metros y median-
te cada una de las relaciones qgue se hayan -
establecido, estimar indirectamente la carac_
teristica Y.

Por ejemplo, dado un sistema M/G/l se defi--

nen los siguientes pardmetros:

A : tasa de llegada.
E(s) : tiempo medio de servicio.
E(sz) momento de segundo orden de la dis--

tribucibn de servicio.

Q : nfimero medio de usuarios en cola.

W : tiempo medio de estancia en el siste
ma.

L : nmero medio de usuarios en el siste
ma.

v : trabajo medio en el sistema.

d : tiempo medio de espera en cola.

Estos pard@metros estén relacionados mediante

las siguientes expresiones:

Q =2x.d {32)
W = d+E(s) (33)
L % AW (34)
V = AE(s)d + AE(s%)/2 (35)

Si, por ejemplo, se qguiere estimar d se pue-
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de hacer de cualquiéra de las siguientes for

mas:

al : estimacibén directa del pardmetro d, me
diante simulacifn.

§3 W—E(s) (37)

§4 L{A -E(s) (38)

a5+ |vaEsh/2] 7 OEGs) (39)

donde é, W, L Yy V son estimaciones directas
de cada uno de los pardmetros obtenidas a --

través de la simulacidn.

Law /14/ estudiando varios casos de una cola
GI/G/2 comprueba experimentalmente que puede
ser mis interesante estimar 4 mediante Q,W,
L y V que directamente. En un posterior ar-
ticulo, Law, /17/ aplica la misma idea para
estimar, por €l método indirecto, varianzas
de algunos parédmetros tales como: nfimero de
usuarios en cola, tiempo total de estancia -
en el sistema, nfimero de usuarios en el sis-
tema, etc.

4.3 Método con Variables de Control Concomi-

tantes

Una variable de control concomitante, es un
estimador de una cantidad conocida definida
en el sistema que se estd simulando y estd -
correlacionada con la variable aleatoria que

se desea estimar.

Cuando se tienen varias variables concomitan
tes Ml’ Mz,..
conocidos Ml' M2,...

la caracteristica Y mediante ?, el nuevo es-

.y Mh que estiman los valores -

’ Mh Yy se qulere estimar

timador de Y seré:

p = e (M-M)+..re (M -M)+ e (40)

Los coeficientes eyr ©1s...8 se€ deben ele~

"“h
gir de forma que minimicen la varianza de p

sin variar el coeficiente de confianza.
Para aplicar este m&todo es necesario:

1) elegir buenas variables de control para -
que la reduccibén de la varianza sea impor

tante.

2) definir los intervalos de confianza utili
zando esas variables de control y que re-

flejen la reduccién de la varianza.



Uno de los problemas es que los valores Opti
mos de los coeficientes e; no son conocidos

y normalmente se estimarin por simulacién.

En /15/ se aplica este método en el caso de
simulaciones regenerativas, en donde se cono

También
establecen varios esquemas para estimar, por

cen un nlimero finito de par&metros.

simulacidn, los coeficientes de control Opti
mos y estudian cbmo determinar intervalos de

confianza comparando sus propiedades para to

dos los esquemas.

4.4 Método con Nlimeros Aleatorios Comunes

Est& orientado, principalmente, hacia la com

paracidn de las caracteristicas de dos siste

mas de espera. Si Yl) es la caracteristica

en el sistema 1 e Y2) la del sistema 2, lo -

que se desea estimar es Yl)—Yz).

Esta estimacifn se puede realizar de dos for
mas:

a) estimando Yl) e Yz) independientemente y

b) utilizando los mismos aleatorios para es-

timar Yl) e Yz)

En el caso a), la varianza de Yl)—Yf) es la
suma de las varianzas de cada uno de los es-

timadores, mientras que en caso b) existird

una correlacibn entre Yl) 2);

e Y se trata,--

por tanto, de utilizar esta correlacidn con el

el fin de reducir la varianza de Yl)—Y2).

En /16/ se aplica la técnica descrita en b)
en el caso de simulaciones regenerativas. Pa
ra ello, se simulan simultineamente los dos
sistemas que se desea comparar y se definen
unos nuevos puntos de regeneracibn; &éstos —-—
son aguéllos en que ambos Sistemas alcanzan
el estado vacio en el mismo instante de tiem
po. Al igual gue se hizo en el apartado 2.3
se puede definir en cada uno de los nuevos -
mero y el segundo sistema, respectivamente.

ciclos las variables Z para el pri-

Lo wi
Si 7 viene dadp por

- m) .3) Do
Oy = E[ 2, 27"] m,j=1,2 (1)
3 »
m) - m)
NG U = B A = L (42)

en donde, n es el ntimero de nuevos ciclos de

m
) es la caracteristica ob

servada en el ciclo i de la simulaci®n m.

regeneracién, e Y,
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Todo lo que se dijo en el apartado 2.3 puede
ser aplicable en esta té&cnica; bastard susti

tuir en la fé6rmula (19) o por v , siendo

2 _
v T0qq 0,y T 20, (43)

y fx por

=1) _.2)

1 () )" (n)

para estimar Oi1r T ¥ 99y se utilizard un
procedimiento semejante al empleado en 2.3 -

para estimar o mediante la f&rmula (21).

5, APLICACION A MODELOS TEORICOS

Con el objeﬁivo de validar, por simulacién,

aproximaciones analiticas de caracteristicas
de modelos de colas diffciles de evaluar (por
ejemplo, tiempo total o parcial de estancia -~
en la red de un trabajo), se ha realizado un
programa de simulacién /18/ para redes de co
las con probabilidades de transicifn constan
tes, proceso de llegada markoviano y leyes -
de servicio generales. En este programa de

simulacidn se ha implementado el método rege
nerativo y todos los estimadores descritos -
en el artfculo; también tiene la facilidad -
de poder introducir las técnicas de reduc---

cibn de varianza.

En los estudios previos realizados, para mo-
delos de colas simples, /19/ cuyos resulta--
dos serdn publicados en un posterior articu-
lo, las conclusiones qgue se han obtenido des

de el punto de vista de simulacidn son:

1) El método regenerativo es fécil de imple-

mentar.

2) La longitud de'la simulacidén para obtener
la precisién deseada (90% de coeficiente
de confianza con una anchura del semi-in-
tervalo de confianza igual o inferior al
5% del valor estimado) no super$ en nin--

gln caso los 10.000 trabajos.

3) La longitud de los ciclos de regeneracifbn
es muy variable y depende de las condicio
nes de tr&fico que se analicen.

4) Se detect8 poca diferencia entre los re--
sultados obtenidos con los distintos esti

madores.

Actualmente, estamos interesados en analizar
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redes de colas mds complejas.
sos la longitud de la simulacidn,

ner la precisibn indicada,

En estos ca--
para obte-

aumentard, y pue-

de estar justificado el uso de las técnicas

descritas para reducir la varianza, e inclu~-

so la realizacidn de un estudio comparativo

entre el método regenerativo exacto o aproxi

mado con los métodos de andlisis espectral y

de regresidn.

6. RECONOCIMIENTOS

Los autores agradecen a A.

Sicilia de la di-

visidn Estudios de Trdfico del Centro de In-

vestigacidn de Standard Electrica,

5.A., la

realizacidn de los programas de simulacidn -

que se han utilizado.
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