PANORAMA ACTUAL DE LOS
METODOS ENUMERATIVOS (I)

J. BARCELO

En este trabajo sobre el "estado del arte"

actual de los métodos enumerativos

se aborda el problema bajo tres puntos de vista: metodologfa, desarrollo expe

rimental y fundamentos teéricos.

En la primera parte se trata el

primer aspec

to y se utilizan los resultados obtenidos para exponer de forma comprensible

la mayoria de algoritmos clisicos
incluyendo alguna de
rios de mejor proyeccidn,

En la segunda parte se exponen los

de branch & bound y enumeracidn
las aportaciones recientes sobre

implicita,
penalizaciones, crite

restricciones de sustitucién y otras.

resultados de las principales lfneas de in
vestigacidn experimentales existentes sobre

branch & bound basadas en progra

mas >omo UMPIRE, MPSX-MIP, OPHELIE~MIXED, FMPS, etc... y se resumen los resui

tados presentados por diversos autores.
nas consideraciones acerca de la teoria
a los problemas de programacién lineal entera mixta,
co tebrico de los métodos enumerativos.

1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA: CONSIDERACIO-
NES METODOLOGICAS

A lo largo del presente trabajé—adoptaremos
como forma canénica de los problemas de pro-
gramacidn lineal entera mixta ~a los que de
ahora en adelante denominaremos problemas --

MILP-, la siquiente:

%fﬁ {CT K+l y CX+DYZ<DbD 0
X,Y 0; X entero

donde ¢ y X son vectores de n, componentes,

N1 = {1, 2, ..., nl}, d e y son vectores de

n, componentes, N2 = {1, 2, ..., n2}, b es -

un vector de m componentes Yy C v D son matri

ces m><n1 y mxn2 respectivamente.

La formulacién (1) incluye como caso particu
lar los problemas de programacién lineal en-

tera pura -PILP- cuando d y D son nulos.

La resolucién de los problemas MILP se ha in
tentado a través de diferentes enfoques con-
ceptuales gue han dado lugar a dos familias
fundamentales de algoritmos: enumerativos y
No enumerativos. Nuestro objetivo principal
consiste en hacer una presentacién de la evo
lucidn y estado actual de los algoritmos enu
merativos, dentro de los cuales incluimos --

dos categorias, estrechamente relacionadas -

- J. Barceld del Dpto. de Estadistica de la Facultad de
~ Articulo recibido en Enero de 1978.
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El trabajo se termina exponiendo algu
de la relajacidn lagrangiana aplicada
consideré&ndola como mar-

pero conceptualmente diferentes: los algo--
ritmos basados en los m&todos de "branch --
and bound" y los algoritmos de enumeracién

implicita. Evidentemente el tratamiento de

estos procedimientos de resolucidn del MILP
se puede desarrollar con total independen--
cia de 1os procedimientos no enumerativos,

sin embargo, tal como han demostrado --
Geoffion y Marsten, /1/, en un interesante

trabajo, hay tres conceptos badsicos: separa
cidn, relajacidn y eliminacién, subyacentes
en todos los algoritmos de resolucidén del -
MILP, que aparecen implicita o explicitamen
te en todos ellos. La generalidad de dichos
conceptos permite la construccidn de una ba
se algoritmica general comdn a todos los al
goritmos para los problemas MILP. La utili-
zacidn de dicha base algoritmica general se
ha revelado como un interesante instrumento
de referencia metodolégica para el trata--
miento de estos algoritmos, Y personalmente
la encontramos especialmente adecuada para

los algoritmos de tipo enumerativo, ya que
en ellos aparecen explicitamente los tres -

conceptos basicos sefalados. Es por ello --

que hemos elegido este marco de referencia
para el desarrollo de esta comunicacién, cu

ya estructura es la siguiente:

- El apartado 2 est& dedicado a glosar la -

base algoritmica general.

Informdtica de la U.P.B. ¢/ Dolcet, s/n. Barcelona 34.
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- E1 3 a formular los algoritmos clésicos ~
de tipo enumerativo desde la perspectiva

de la base algoritmica.

- El 4 constituye una visidn panorémica del
desarrollo de los algoritmos enumerativos

Y

- E1l 5 es un resumen de algunas de las ten-
dencias actuales en este campo. Este apar
tado y el resto del trabajo se publicaran

en el prdximo nimero de oUEsTIIO.

2. BASE ALGORITMICA GENERAL PARA LOS PROBLE-
MAS LINEALES ENTEROS MIXTOS

Como hemos indicado antes, la base algorit-

mica general estd constituida a partir de -

tres conceptos clave: separacidn, relajacibn
y eliminacidn, gque vamos a discutir por se-

parado.

2.1 Separacidn

Dado un problema de optimizacién (P), deno-
temos por F(P) el conjunto de sus solucio--
nes posibles. Diremos que el problema (P) -
ha sido SEPARADO en los subproblemas (Pl)"

. (Pq) si se verifican las siguientes --

condiciones:

(81) Toda solucibn posible de (P) es una SO
lucidn posible de solo uno de los sub-
problemas (Pl)’ .y (Pq).

(S2) Una solucidn posible de cualquiera de
los subproblemas (Pl)’ e (Pq) es una
solucién posible de (P).

Estas condiciones aseguran gue F(Pl)' .y

F(Pq) constituye una particidén de F(P). Los

subproblemas (Pl)' ee.r (P ) se denominan -

DESCENDIENTES de (P). La creacién de descen

dientes de los descendientes, es equivalen-

te a refinar la particibén de F(P).

Omitiendo por el momento la importante cues
tidén de cbmo se separa un problema que re-
sulta dificil de resolver, podemos esguema-
tizar el uso del concepto de separacién den
tro de una estrategia para resolver (P). Si
después de realizar un esfuerzo razonable -
para resolver (P}, no hemos tenido éxito, -

se separa (P) en dos o mas subproblemas que
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gque inicializar&n lo gue llamaremos una LIS
TA DE CANDIDATOS. Elegimos uno de los sub—-
problemas de la lista -al que denominaremos
candidato en curso, (CP)- e intentamos re-

solverlo.

Si puede ser resuelto adecuadamente, regre-
samos a la lista de candidatos y elegimos -
un nuevo subproblema para intentar resolver
lo. En caso contrario separamos (CP) y afia-
dimos sus descendientes a la lista de candi
datos. Se continfia de este modo hasta ago-=-
tar la lista de candidatos. Si denominamos

SOLUCION INCUMBENTE a la mejor solucibn en-
contrada en cada paso al resolver los sub--
problemas candidatos, la Gltima de las solu
ciones incumbentes debe ser, obviamente, la
solucidn dptima de (P). Si todos los subpro

blemas son no posibles, también lo es (P).

La finitud de un algoritmo basado en el pro
cedimiento de separacidn estd asegurada si

F{(P) es finito. La utilidad de esta estrate
gia depende de la capacidad de resolucidén -
de subproblemas sin tener que descender a -

niveles inferiores de separacidn.

El método més corriente de efectuar separa-
ciones en los problemas de programacién en-
tera consiste en establecer restricciones -
excluyentes sobre una variable (que se sue-
le denominar variable de separacidén o de ra
mificacidn). Por ejemplo, si Xi es una va-
riable binaria, entonces el MILP se puede -
separar en dos subproblemas mediante las —--
restricciones exhaustivas y mutuamente ex--
cluyentes Xi=0 y Xi:l' En el caso de varia-
bles enteras en general hay otras posibili-
dades. Por ejemplo si Xi es una variable en
tera cuyos valores han de estar comprendi--—
dos entre 0 y 5, las restricciones Xi:O’ -
Xi=1, Xi=2’ Xi=3' Xi=4’ Xi:5 son mutuamente
excluyentes y exhaustivas, como también lo

son 05Xi52 y 3gxii5. En algunas ocasiones -
la especial estructura de un problema puede
utilizarse para obtener técnicas de separa-
cidén més potentes, como indican Beale y Tom
lin, /2/, en el caso de restricciones de --
eleccidn miltiple tal como X+ X+ X+ X+

3
+X5= 1, siendo Xi=0,l, i=1, 2, ..., 5.

2.2 Relajacidn

Todo problema (P) de optimizacidn con res—-

triceiones se puede RELAJAR omitiendo algu-
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nas de sus restricciones, obtenidndose un -
nuevo problema (PR). Por ejemplo, se puede
omitir alguna de las restricciones de (P),

O eliminar las condiciones de integridad o
de no negatividad sobre todas o algunas de
las variables de (P). La Gnica condicidn pa
ra que (PR) Sea una relajacién vilida de (P)
es que: F(P) C F(PR). Esta propiedad tri--
vial de definicidén de relajacidn, implica -
las siguientes relaciones (por convenio se
supone que (P) es un problema de minimiza--
cidn) :

(R1) si (PR) no tiene soluciones posibles,

(P) tampoco las tiene
F(PR) = @3 =>F(P) =g

(R2) El valor minimo de (P) no es menor que
el valor minimo de (PR): $i 7 es el mi

nimo de (P) y Z es de (PR)
Z>2

(R3) Si una solucidn Sptima de (PR) es posi
ble para (P), entonces es una solucidn
6ptima de (P).

No hay ningfin criterio principal estableci-
do de antemano en la eleccidn entre tipos -
alternativos de relajacién para un problema
dado. Por una parte es deseable que el pro-
blema relajado sea significativamente mis -
fécil de resolver que el problema sin rela-
jar. Por otra parte, es evidente que nos in
teresa que (PR) nos proporcione una solucidn
6ptima de (P) a partir de (R3) o, si esto -
no es posible, que al menos el valor mfnimo
de (PR) sea tan cercano como sea posible al
de (P). Desgraciadamente estos objetivos --
tienden a ser antagénicos. En general, cuan
to mis sencillo de resolver es (PR), mayor
es la distancia entre el problema original
y el relajado.

Uno de los mecanismos de relajacidén mé&s uti
lizados en la programacién lineal entera, -
es el que consiste en eliminar las condicio
nes de integridad de las variables. El pro-
grama lineal ordinario resultante suele ser,
frecuentemente un compromiso excelente en--

tre los dos criterios que hemos mencionado.
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2.3 Criterios de eliminacién

Sea (CP) un tipico problema candidatos sur-
gido de un intento de resolver el problema
(P). El objetivo fundamental al analizar --
(CP) consiste en determinar si su regién po
sible F(CP) puede contener una solucidn 6p
tima de (P) y, si es asf, encontrarla. Si -
tenemos alglin medio que nos permita asegu--
rar que F(CP) no puede contener ninguna so-
lucidn posible mejor que la incumbente (la
mejor solucidn posible encontrada hasta el
momento), podemos, evidentemente, eliminar
(CP) de cualquier consideracidn posterior,
y diremos que el (CP) ha sido ELIMINADO. O
sl hemos podido encontrar una solucifn dpti
ma de (CP) tambié&n diremos que (CP) ha sido
eliminado. En ambos casos el candidato ha
sido tenido en cuenta hasta agotar sus posi
bilidades y por lo tanto no es necesario --
contar con &l en cualquier separacién poste

rior.

Es Gtil distinguir tres tipos generales de

proceso de eliminacidn, todos ellos basados
en la relajacién. Supongamos que hemos obte
nido una determinada relajacidn (CPR) de —--
uno de los problemas candidato (CP) Yy que -

hemos podido resolver (CPR).

51 (CPR) no tiene solucidn posible, enton--
ces por (Rl) tampoco la tiene (CP), como —--
consecuencia F(CP) = @ y por lo tanto no --
puede contener a la solucién 6ptima de (P).
En este caso podemos, evidentemente, elimi-
nar (CP).

Si V(CP) vy V(CPR) son respectivamente los -
valores Sptimos de los problemas (CP) v -~
(CPR) Yy Z* es el valor de la solucidn incum

bente, entonces, si:

v(cp) > z* (2)
F(CP) no puede contener una solucidn posi--
ble de (P) mejor que la incumbente. Desgra-
ciadamente V(CP) es desconocida y V(CPR) es
la inica que podemos conocer, pero sabemos

por (R2) que

v(CP) > V(CPR)

y por lo tanto, se deduce que (CP) puede =--

ser eliminado, si
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*
V(CP) 2 Z (3)
Hay gue resaltar que es posible que se de:
V(CP) > Z* > V(CP)

en cuyo caso se satisface la condicidn (2)
pero no la (3) y en esta situacidn el resul

tado de (CPR) no permite eliminar (CP).

Una vez mas se hace evidente, como hemos --
mencionado antes, el interé&s de que V(CPR)

sea tan préximo como sea posible a V(CP).

Supongamos, por otra parte, que hemos obte-
nido una solucibén Sptima de (CPR) que es so
lucién posible de (CP). Entonces por (R3) -
dicha solucidn debe ser Sptima para (CP) y

por lo tanto podemos eliminar (CP). Por -~
(s2), la solucidn es también posible para -
(P), y como consecuencia se convierte en la
nueva solucién incumbente si su valor es me

nor que Z*.

Todos estos resultados los podemos resumir
y generalizar en los tres CRITERIOS DE ELI-
MINACION siguientes:

Un problema candidato (CP) se puede elimi--
nar si se satisface alguno de los tres cri-

terios.

(CE1) El andlisis de (CPR) revela que (CP)

no tiene solucidn posible, es decir:
F(CPR) =g

(CE2) El1 andlisis de (CPR) revela que (CP)
no tiene una solucion posible que sea

mejor que la incumbente:
*
V(CPR) > Z

(CE3) El andlisis de (CPR) proporciona una
solucidn dptima de (CP), es decir, la
solucidn Gptima de (CPR) es solucidn
posible de (CP).

En general el andlisis esténdar de (CPR) -
gque implementan la mayorfa de los algorit--
mos consiste en intentar obtener la solucién
Sptima de (CPR) y a partir de ella compro--
bar si F(CPR) =g, o V(CPR) > Z* o la solu-
cidn Optima obtenida para (CPR) es posible

para (CP). Bunque algunos algoritmos no lle
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gan a resolver (CPR) hasta obtener el 6pti-
mo, sino que emplean condiciones de sufi--
ciencia para comprobar si F(CPR) =@ o si -
V(CPR) > %*; por ejemplo, cualquier cota in
ferior V(CPR) de V(CPR) -es decir una buena
solucién subbSptima del problema dual si --
(CPR) es un programa lineal- conduce a la -
condicibdn suficiente ﬁ(CPR) > Z*. Otros al-
goritmos no solo llegan a resolver el pro--
blema (CPR) hasta obtener el 6ptimo, sino -
que continuan el andlisis en un esfuerzo de
estimar, aunque sea parcialmente, qué dis--
tancia puede haber entre (CP) y (CPR). Cuan
do (CPR) es un programa lineal este tipo de
anjlisis es, frecuentemente, cierto tipo de
andlisis post-6ptimo, proseguido hasta en--
contrar una cota inferior V(CP) del valor -
de (CP) mejor que V(CPR); el test G(CP)ZZ*
es entonces m4s potente que el test estén--
dar V(CPR) > 7%,

Puede ocurrir que una relajacidn particular
(CPR) de (CP) no satisfaga ninguno de los -
tres criterios de eliminacidn, existen en--
tonces dos posibilidades, la primera consis
te en separar (CP) y anadir sus descendien-
tes a la lista de candidatos y la segunda -
alternativa es persistir en el intento de -
eliminacidén de (CP) eligiendo una nueva re-

lajacidn (CPé).

2.4 Procedimiento General

Las componentes del procedimiento general -
son las que acabamos de describir y el dia-
grama de flujo correspondiente es el de la
figura 1.

Paso 1.

Inicializacidn de la lista de candidatos, -
formada inicialmente por el MILP en este mo
mento, y asignacidén a Z2* de un valor arbi--
trariamente grande (habitualmente +« para -

los problemas de minimizacidn) .

En caso de tener un conocimiento previo so-
bre el MILP se puede utilizar para mejorar

las inicializaciones, asi, por ejemplo si -
se conoce una cota superior ZO del valor &p
timo del MILP, se puede inicializar Z* asig
nadndole el valor ZO' con lo cual el algorit
mo analizari finicamente soluciones cuyo va-
lor sea inferior a ZO. Andlogamente puede -

interesarnos inicializar la lista de candi-
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datos con los obtenidos a partir de separa-~

ciones del MILP realizadas a priori.

Paso 2.

Stop en caso de que la lista de candidatos
esté vacia: si existe una solucién incumben
te es la solucibn Sptima del MILP, en caso

contrario el MILP no tiene solucibn posible.

Si Z* fue inicializada a Z0 en vez de a un
nmero arbitrariamente grande, la ausencia
de una solucidn incumbente en el momento de
la terminacién debe interpretarse como una
prueba de que el MILP no tiene soluciones -

posibles con un valor inferior a ZO‘

Paso 3.

Elegir uno de los problemas de la lista de
candidatos para convertirlo en el problema

candidato en curso (CP).

Las diferentes reglas para elegir el siguien
te problema candidato conducen a diferentes
mecanismos de enumeracifn. En general se --
han empleado dos tipos principales de re-
glas: LIFO (Last-In-First-Out) y Priorida--
des.

Paso 4.

Elegir una relajacidn (CPR) de (CP).

A veces el problema (CPR) estd tan relajado
en comparacién con (CP) que tiene un valor
Optimo no acotado. Puesto gue hemos supues-
to que la regidn posible del MILP estaba —--
acotada, podemos garantizar, sin pérdida de
generalidad que (CPR) debe de estar, tam--
bién, acotado, aunque para ello haya que —--
anadir, si es necesario, las cotas adecua--

das a las variables de (CPR).

Paso 5.

Aplicar un algoritmo adecuado a (CPR).

Es importante no intentar resolver cada pro
blema candidato desde cero, sino, en la me-
dida de lo posible, intentar estudiar de --
una manera eficaz las soluciones obtenidas

previamente. Si este procedimiento es préc-
tico o no depende de las elecciones realiza

das en los pasos 3, 4 y 11.

Remarquemos por otra parte que no siempre -

es necesario resolver (CPR) completamente -
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puesto gque las condiciones suficientes uti-
lizadas para implementar los pasos 6, 7 y 8
pueden estar disefadas para operar con me--
nos informacién que la que requiere la solu

cidn Sptima de (CPR).

Paso 6.

Primer Criterio de Eliminacién.

Si los resultados del paso 5 ponen de mani-
fiesto que (CP) es no posible, es decir --
F(CPR) = ¢, IR AL PASO 2.

Paso 7.

Segundo Criterio de Eliminacidn.

Si los resultados del paso 5 revelan gque --
(CP) no tiene una solucidn posible mejor --
gque la incumbente, o sea V(CPR) > Z* IR AL
PASO 2.

Paso 8.

Tercer Criterio de Eliminaci6n.

Si los resuitados del paso 5 detectan una -
solucién 6ptima de (CP) (es decir, una solu
cidén Sptima de (CPR) que es solucidn posi--
ble de (CP)), IR AL PASO 12.

Paso 9.

Decidir si persistimos o no en los intentos
de eliminacidén de (CP). En caso afirmativo
IR AL PASO 10; de lo contrario IR AL PASO
11.

Paso 10.

Modificar la relajacidn de (CP) e IR AL PA-
S0 5.

Paso 11.

Separar (CP) y anadir sus descendientes a -
la lista de candidatos. IR AL PASO 2.

Paso 12,

Se ha encontrado una solucidn posible del -
MILP; si V{CP) < Z*, convertir esta solucidn
en la nueva incumbente, hacer Z* = V(CP).
IR AL PASO 2.
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3. FORMULACION DE LOS METODOS ENUMERATIVOS
DESDE LA PERSPECTIVA DE LA BASE ALGORITMICA
GENERAL

Los métodos enumerativos son aquellos que -
buscan la solucidn del MILP explorando met6
dicamente el conjunto de las soluciones po-
sibles enteras, de manera gue no sea necesa
rio considerar individualmente todas las po
sibilidades. Los algoritmos derivados de --
los métodos enumerativos se suelen clasifi-
"branch
and bound" y algoritmos de enumeracién im--

car en dos categorias: algoritmos de
plicita. Los primeros son algorit@os que --
tienen como caracteristica b&sica la utili-
zacidn de los programas lineales, obtenidos
por supresidn de las condiciones de integri
dad, en los tests de eliminacidn; mientras

que los segundos fundamentan los tests de -
eliminacién en el andlisis de las implica--
ciones 1l6gicas de las restricciones del pro
blema. Los algoritmos de enumeracifn impli-
cita se aplican Gnicamente a problemas ente
ros puros vy,

en general, toman como punto -

de partida el algoritmo de Balas /3/.
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Los algoritmos de branch and bound se utili
zan tanto para la resolucién de problemas -
puros como mixtos. La idea inicial de utili
zar la programacidén lineal como instrumento
primordial de eliminacién, procede del tra-
bajo de Land y Doig /4/, aunque la exposi--
cién bdsica la haremos siguiendo las lineas

del algoritmo propuesto por Dakin /5/.

El algoritmo de Dakin adopta la siguiente -
forma al ser formulado en funci6én de la ba-
se algoritmica general.

ALGORITMO DE DAKIN: Sea el problema MILP (1).

Paso 1

ESTANDAR
Z* = +o

LISTA DE PROBLEMAS CANDIDATOS:
(1) = r,}

L = {MILP,
PROBLEMA

Paso 2

STANDAR

SI L = ¢, ANALIZAR Z*:
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= SI Z* < 4o, LA SOLUCION INCUMBENTE
X*
v ES LA OPTIMA. STOP.

- SI Z* = 4+, EL PROBLEMA (1) NO TIENE
SOLUCION POSIBLE. STOP.
SI L # ¢, IR AL PASO 3.

Paso 3

ELEGIR EL SUBPROBLEMA CANDIDATO (CPq) A PAR
TIR DE LA LISTA L SEGUN UNA REGLA LIFO, Y
DARLO DE BAJA DE LA LISTA I,.

Paso 4

RELAJACION: SUPRIMIR TODAS LAS CONDICIONES
DE INTEGRIDAD.

Paso 5

RESOLVER MEDIANTE ALGUN ALGORITMO DE PROGRA
MACION LINEAL EL PROGRAMA LINEAL ORDINARIO
(LPq) RESULTADO DE LA RELAJACION.

Paso 6

SI EL PROGRAMA (LPq) NO TIENE SOLUCION POSI
BLE, ELIMINAR (CPq), E IR AL PASO 2.

Paso 7

SEA (iq] LA SOLUCION DEL PROBLEMA (LP ), HA
=9 T T K
CERZ =C X + 4 v
_4g q q
SI Zq > Z* ELIMINAR (CPq), E IR AL PASO 2.

Paso 8

ST [iq] ES UNA SOLUCION POSIBLE DE (CPq).
q

IR AL PASO 12.

Paso 9

IR STIEMPRE AL PASO 12.

Paso 10

SE OMITE.

Paso 11

SEPARACION POR RAMIFICACION.

El proceso bisico de seleccibén de la varia-

ble de ramificacién es el siguiente:

Sea
XB]

=a* - I a* (x.) - I a¥* (v ). (4)
YBji i0 jen, ij N 5 j€N2 1j N" 5

QUESTIIO - v.2, n°1 [marg 197§)

la tabla 6ptima del programa (LPq). Elija--
mos una variable b&sica (XB) con un a:O no

entero. La ramificacién consiste en generar
los subproblemas dependientes del subproble
ma candidato (CPq), mediante la dicotomiza-

cién del mismo a partir de las restriccio--

S R C s

donde a;o] y<a:0> representan respectivamen

nes alternativas:

te los enteros por defecto Y POr exceso m&s
roxi * .
préximos a a¥,
El proceso de separacién queda entonces de-

finido como:

a) ELEGIR UNA VARIABLE DE RAMIFICACION.

b) CALCULAR LAS PRIORIDADES DE LOS SUBPRO~-
BLEMAS.

c) ANADIR LOS SUBPROBLEMAS CON SUS PRIORIDA
DES A LA LISTA L. IR AL PASO 2.

Paso 12

ESTANDAR

SI Zq < 2*, HACER x* = x%, y» = v9 g+ = Zq4
(NUEVA SOLUCION INCUMBENTE), ELIMINAR DE T.A
LISTA L TODOS LOS SUBPROBLEMAS P, CON Ejzzﬁ
E IR AL PASO 2.

El Paso 11 constituye uno de los puntos fun
damentales de diferenciacidn entre los algo
ritmos de "branch and bound", pues si bien

las restricciones de dicotomizacidn propues
tas por Dakin han sido ampliamente acepta--
das, se han propuesto muchas alternativas -
tanto para la eleccién de la variable de di
cotomizacién como para la determinacidn del
orden en que los subproblemas candidatos --
han de ser afiadidos a la lista. En particu-
lar ya el propio Dakin considera que la me-
jor variable de ramificacidn es aquella que
produce el mayor incremento estimado del va
lor &ptimo del programa lineal al introdu--

cir la restriccién correspondiente.

En el Apartado 4 se discutir&n con detalle
el carécter concreto de estas diferencias -
entre los algoritmos mis importantes de -

"branch and bound".

La otra clase de algoritmos basados en méto
dos enumerativos a que hemos aludido al --
principio de este apartado son los algorit-

mos de enumeracidn implicita, las diferen--
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cias fundamentales con los algoritmos de --

"branch and bound" son las siguientes:

- Los subproblemas se eligen siempre median
te un criterio LIFO.

- Los procesos de eliminacién de subproble-
mas estin basados en tests sobre las im--

plicaciones l18gicas de las restricciones.

- Todas las variables son 0-1 (en todo pro-
blema entero con variables acotadas, una
variable entera acotada puede sustituirse
(por su representacidén binaria mediante va
riables 0-1).

Por lo tanto la enumeracidn implicita consi
derard como problema esté&ndar el problema -

PILP (derivado de (1)) siguiente:

n n
MIN I c.x, T a,. X.<b,, i=1,2,...,m

donde, por convenio y sin pérdida de genera
lidad se toma Cj > 0, ¥j (en caso contrario

se sustituye Xj por l—Xj).

La representacidn de los subproblemas la ha
remos mediante listas L constituidas por se
ries de nGmeros, subrayados o no, cada uno
de los cuales denotard un arco que conduce
a un nudo, en el &rbol de exploracibn, te--
niendo en cuenta gue a cada nudo le corres-
ponde un subproblema. La asignacidén de nfime
ros a los arcos se hard de la forma siguien
te:

j SI EL ARCO CORRESPONDE A Xj=l Y LA ALTER
NATIVA Xj:O TODAVIA NO HA SIDO TENIDA EN
CUENTA.

[N

ST EL ARCO CORRESPONDE A Xj=1 Y LA ALTER
NATIVA Xj=0 YA HA SIDO TENIDA EN CUENTA.

-j SI EL ARCO CORRESPONDE A Xj=0 Y LA ALTER
NATIVA Xj=l AUN NO SE HA TENIDO EN CUEN-
TA.

-j SI EL ARCO CORRESPONDE A Xj=0 Y LA ALTER
NATIVA Xj=l YA HA SIDO CONSIDERADA.

El orden de los nimeros en L corresponde al
orden de las variables de ramificacidén en -

el 4drbol de blsgueda.

QUESTTIO - v.2, n°1 (marg 1978)

El procedimiento general para la enumera--
cidn implicita dentro de la base algoritmi-

ca general quedaria de la forma siguiente:

ALGORITMO DE ENUMERACION IMPLICITA: Sea el
problema PILP (6)

Paso 1

7% = 4w; I, = ¢, IR AL PASO 11

Paso 2

SI L = ¢ ANALIZAR Z*:
- ST Z* < +», LA SOLUCION INCUMBENTE
X* ES LA OPTIMA. STOP.
- SI Z* = +» EL PROBLEMA (6) NO TIENE
SOLUCION POSIBLE.

Paso 3

SELECCION DEL SUBPROBLEMA CANDIDATO SEGUN
UNA DISCIPLINA LIFO (En el caso de la enume
racidn implicita el mecanismo de seleccidn
consiste exactamente en reemplazar el ele--
mento de L no subrayado que estd mds a la -
derecha por su opuesto no subrayado y elimi

nar los elementos que quedan a la derecha).

Paso 4

RELAJACION (Se omite en la versibén bésica).

Paso 5

FESOLVER EL SUBPROBLEMA CANDIDATO.

Paso 6

ESTANDAR
SI SE ENCUENTRA QUE EL SUBPROBLEMA NO ES PO
SIBLE, IP AL PASO 2.

Paso 7

ST LA SOLUCION OPTIMA DEL SUBPROBLEMA NO ES
MENOR QUE Z*, IR AL PASO 2.

Paso 8

SI SE ENCUENTRA LA SOLUCION OPTIMA DEL SUB-
PROBLEMA, IR AL PASO 12.

Paso 9

En el caso de la enumeracién implicita pue-
de ocurrir gue el uso de las implicaciones
18gicas sobre las restricciones no nos per-
mita eliminar el subproblema candidato por
no cumplirse ninguna de las condiciones es-

pecificadas en los pascs 6 a 8 del algorit-
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mo pero que, en cambio nos proporcione unas
condiciones obligatorias a cumplir por algu
na o algunas lo cual lleva a redefinir el -
subproblema candidato y, consecuentemente,
a intentar de nuevo su eliminacidn incluyen
do esta informacidn adicional. Si la alter-
nativa es una asignacién de valor a una va-
riable, la X por ejemplo, las situaciones
posibles son:

a) SI LA ASIGNACION ES Xr = 1, HACER L=LUr
E IR AL PASO 5.

0, HACEPR L=LU(-r)

b) SI LA ASIGNACION ES Xr
E IR AL PASO 5.

EN LOS DEMAS CASOS IR AL PASO 11.

Paso 10

(Se omite en la versidn bisica)

Paso 11

ELEGIR UNA VARIABLE DE RAMIFICACION Xr.
DEFINIR L = LUr.
IR AL PASO 4.

Paso 12

ST x? ES LA SOLUCION OPTIMA DEL PROBLEMA —-—
(CPq),.CALCULAR 29 = cTxq,

- sT z9 < 2%, HACER x* = x9, z2* = 729 (NUEVA
SOLUCION INCUMBENTE) .
IR AL PASO 2.

La limitacidn fundamental de este tipo de -
procedimientos de eliminacidén estriba en --
que se aplican finicamente a una restriccidn
cada vez. Se pierde por tanto la posibili--
dad de tratar conjuntamente las implicacio-
nes lb8gicas de varias restricciones conside
radas simultdneamente, con el resultado apa
rente de gque los tiempos de cidlculo tienden
a crecer exponencialmente con el niimero de

variables enteras si solo se consideran mé-
todos de eliminacidén basados en condiciones

16gicas.

4. PANORAMICA DE DESARROLLO GENERAL DE LOS
METODOS ENUMERATIVOS

El apartado 2 nos ha servido para estable—-
cer una base algoritmica general especial--

mente adecuada para los métodos enumerati--
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vos. En el apartado 3 hemos formulado los -
algoritmos bdsicos para las dos categorias

de métodos enumerativos -"branch and bound"
y enumeracidn implicita~ en funcidn de di--
cha base algoritmica, al tiempo que hemos -
seflalado algunos de los puntos criticos de

tales algoritmos b&sicos: estrategias de se
leccidn de varibles de ramificacidn, méto--
dos de asignacién de prioridades, limitacio
nes de la eliminacién exclusivamente por im
plicaciones 1l6gicas, etc... Evidentemente -
los puntos criticos de los algoritmos b&si-
cos han sido, al mismo tiempo, los puntos -
desarrolloc y mejora de las técnicas enumera

tivas.
El prop6sito de este apartado es dar una vi

$i6n panoramica de cual ha sido la linea de

evolucidn en dichas té&cnicas.

4.1 Métodos de "Branch and Bound"

Al exponer el algoritmo b&sico hemos comen-
tado que ya Dakin apunta una técnica de es-
timacién de la mejor variable de ramifica--
cidn, baslndose en la estimacidn del incre-
mento a sufrir por el valor 8ptimo del pro-
grama lineal asociado, al introducir la res
triccibén dicotémica correspondiente. Las es
timaciones de Dakin contienen la esencia de
un importante desarrollo conocido habitual-
mente con el nombre de PENALIZACIONES, for-

muladas explicitamente por Driebeek /6/.

Consideremos un subproblema Pg que no haya

sido eliminado.

Sea
XB
= afy- Toar(x)) Toar. (Y (7)
Y jeny 7 3 jeny *Y 3
B‘i
1:0,1,2,.,“1

la tabla 6ptima del problema LP asociado a

Pg, con un &ptimo 7& = Sea Z; el 6pti-~

*
ag,-
mo entero-mixto de Pg. E1l valor de la fun--
cidn objetiva tiene gue aumentar en Z; - fq
antes de que se alcance el 6ptimo de Pq.

Definimos como PENALIZACION Pg una cota su-

perior de ese crecimiento.
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La técnica de las penalizaciones ha sido --
sistematizada e incluida en el contexto de

un potente método enumerativo por Davis, --
Kendrick y Weitzman /7/. El punto clave re-
side en el hecho de gue la tabla &ptima del
problema LP asociado, contiene la informa--
cidén que permite construir una estimacién -
de cual serd el cambio sufrido por el valor
Optimo si forzamos a una de las variables a

tomar un valor entero.
Partiendo de la tabla 6ptima (7) definimos:

T = {i] a¥, no es entera y la fila i perte

nece a una variable entera (XB)i}

Sea r €I y sea Vy(Xy) el valor de 1la fun-
cidn objetiva cuando se expresa como funcién
del paré@metro X,. Por la teoria de la pro--
gramacidn lineal sabemos que V,(X,) es una

funcidn céncava poligonal, tal como se indi

ca en la Figura 2, gue alcanza su minimo en

X, = a;o, valor 6ptimo de X, en el programa
lineal.
Definimos:
N = {5 eN, UN, | a*x. >0
1 2 rj
N~ =

{j EN, UN, | akX, < o}

La figura 2 nos permite comprobar que las -
pendientes a la derecha e izguierda, tg w1
y —-tg wo respectivamente, de Vr(Xr) en el -

punto ai vienen dadas por:

o’

( a*
miN - 23 SIN # ¢
= *
tg ¥, JEN at
® SIN # ¢
ax* |
min, —%J sTN' £ g
= *
tg ¢1 JEN arj
© ST Nf = ¢
De donde:
0 = .
qr - frO tg wO
al= (1 -f_) «tg vy
r r0 1

gque nos permite estimar los valores de

Vr{[ézd]] v Vr[<aio>1 por extrapolacién 1i
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neal, para los valores

X, < [é;é] o X, 2 <a;0> correspondientes -

al 6ptimo entero mixto de Pq.

La estimacidn resultante para v, ([@:&]] es:
0
* = *
Vr ([érdj} Vr (arO) + qr
* .
Yy para Vr (<ar0>] :

_ , 1
vr [<%§6>1 - Vr (a:O) + qr

La cantidad qi recibe el nombre de PENALIZA
CION SIMPLE INFERIOR y la cantidad qi el de
PENALIZACION SIMPLE SUPERIOR.

Evidentemente, de todo lo anterior se des--
prende que la funcidn objetiva tendrd que -
incrementarse al menos en:

0 1
MIN {qr, qr}
si Xr tiene que ser entera, y puesto que es
to tiene que ocurrir con cualquiera de las

variables relI, tendremos que la penalizacidn

vendré& definida por:
0 1
P = MAX %HN @r,qJ} (8)
9 rer L ‘

para el subproblema Pq

Las penalizaciones permiten modificar el al
goritmo b&sico de "branch and bound" en los

puntos siguientes:

Paso 3

ELEGIR EL PROBLEMA CANDIDATO AL QUE SE HAYA
ASOCIADO LA MINIMA COTA EN EL PASO 11.

Paso 7

SI V(CPR) + Pg > Zz*, IR AL PASO 2.

Paso 11

DICOTOMIZAR (CP) SEGUN EL CRITERIO DE DAKIN.
Eligiendo como variable de ramificacibén la

que tenga la mayor penalizacifén simple supe
rior (o inferior); las cotas asociadas a —--
los descendientes serén V(CPr) mis la pena-

lizacibdn correspondiente.

El criterio del paso 7 es una consecuencia

inmediata de (8) puesto que:
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V(CP) > V(CPr) + Pg > V(CPR)

Todavia se puede hacer un uso adicional de

las penalizaciones en el paso 7 va que, 1in-
cluso si V(CPR) + Pg < Z*, es posible que -
V(CPr) + q? > Z* para algdn j, siendo u = 0
6 1. En dicho caso la variable X. puede fi-
jarse al valor <é§d> e} [Egd] en el problema
candidato en curso y en cualguiera de sus -

descendientes.

Tomlin, /8/, /9/, ha demostrado que se pue-
den obtener unas penalizaciones m&s fuertes
partiendo de la siguiente consideracidn: Si
una variable no bésica (xN)k va a entrar en

la base podemos exigir que (xN) > 1 (pues-

k

to que ( )k ha de ser entera); por lo tan-

XN
to el incremento de la funcidn objetivo es

*
al menos de ag, -

Definimos:

N} = {j €N, | ap > 0}
N = {j enN, | ar, < 0}
Nl = {j en, | ax, > o}
N, = {j € N, | a;j < o}

Entonces la penalizacidn definida por Tom--

lin es:

Ve lXe

p_ = MAX {MIN E;S, 6{]1;[} (9)
9 rer

siendo:

03" Tro_, SIJeN
tr _ L rj
j *
a
03 .
frOa ST j e N2
rj
Yy

siendo:

axk
MAX agj ,(1-f ) Oﬂ

*
aoj

Se puede comprobar que qi v qi son penalizi

[a To ] Qg
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ciones para los subproblemas de P _ con las

restricciones adicionales X _g[}:oj y -
Xr<3 <é*&> respectivamente. @2 recibe el --
r

nombre de PENALIZACION INFERIOR y qi el de
PENALIZACION SUPERTOR.

Todavia se puede obtener un tercer tipo de
penalizaciones anadiendo cortes de Gomory -
para el MILP y ejecutando una iteracidn del

algoritmo simplex-dual, lo cual proporciona:

a*

4% = mIN [; 93
< . r0 £x
3 5

Se puede demostrar gue:

AG 0 1
a, > MIN E}r, qr}

y por lo tanto al menos para uno de los sub

problemas se puede calcular una penalizacibn

Armstrong y Sinha /10/ han llegado a desa--
rrollar penalizaciones mds fuertes que las
de Tomlin para los problemas 0-1, para los
cuales, adem&s, se pueden simplificar los -
subproblemas en algunos casos, ya que si —-—
aak > a* - 7Z*, entonces se puede fijar a

= 00
cero X, .
k

Estas penalizaciones mejoradas pueden em--
plearse de una manera obvia en cualquier al
goritmo que haga uso de las penalizaciones
simples. En particular Tomlin las incorpord
a un algoritmo que es el de Dakin que hemos
descrito previamente, excepto en los pasos

7 y 11, que se convierten en:

Paso 7

ST V(CP,) + MAX {q?} > 7%, IR AL PASO 2
J

Paso LE

Dicotomizar (CP) seglin el procedimiento de
Dakin. Elegir como variable de separacién -
aquella que tenga la mayor penalizacidn su-
perior o inferior y colocar el correspondieh
te descendiente al final de la lista de can
didatos.

Pseudocostes (11), (12)

En vez de las cotas superiores de crecimien
to del valor de la funcidn objetiva, pode--

mos considerar diferentes tipos de estima--
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ciones.
Sea:
u_ = coste estimado por unidad de incremen

to de (XB)r

D = coste estimado por unidad de decremen
to de (XB)r

Suponiendo la independencia de las varia--

bles enteras (XB)r, r ¢ I, podemos efectuar

una estimacién del valor del 6ptimo entero

mixto Z; del subproblema Pq, a partir de:

E =32 + I MIN {D c f , u (1-f )} (10)
q q r r0 Y r0
rel

Si en un subproblema Pk elegimos (XB)rcomo

variable de ramificacibn y P y P son --—

k1 k2
los sucesores de Pk' podemos definir:

(k)
1- frO frO

siendo fig) la parte fraccional de (XB)r en

la solucién del problema LP asociado a Pk'
También se puede proceder a una estimacidn
de pseudocostes para cada uno de los subpro

blemas con las restricciones adicionales

(x5), < [%;é] v (Xy), 2 <é;0> :

1
Cr - Dr frO Y Cr B ur (1 - frO)
El algoritmo empleado en /11/, utilizando -
los pseudocostes, coincide en lo esencial -
con el de Dakin, excepto en los pasos 3 y -

11 gue adoptan la siguiente forma:

Paso 3

Elegir el subproblema de entre los que cons
tituyen la "CLASE 2", si es posible; en ca-
so contrario elegirlo de entre los de la --
"CLASE 1". Si ambas clases son vacias ele--
gir el subproblema de entre los que quedan

sin clasificar.

cuando se elige un subproblema de la "CLASE
2", la eleccidn es arbitraria; mientras que
cuando se elige un subproblema de la "CLASE
1", el criterio es elegir el problema P --

con la mejor estimacién (10), se redefine -
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este problema y su problema alternativo -—-
(creado al mismo tiempo que €1 en el paso -
11, y por lo tanto con la misma estimacidn)
como subproblemas de la "CLASE 2" y se eli-
minan de la "CLASE 1". Para elegir un pro--
blema todavia no asignado a una clase, se -
toma como criterio el de la mayor estima--
cidn y se asignan el problema y su alterna-
tivo a "CLASE 2".

Paso 11

El problema (CP) se dicotomiza siguiendo el
método de Dakin. La variable de ramificacidn
se elige entre aquellas que tienen una par-
te fraccionaria comprendida entre 0.1 y 0.9
a menos que este subconjunto sea vacio. En
cualquier caso la eleccidn se efectfia de --
acuerdo con el orden de prioridades que or-
dena las varibles en orden decreciente se-
glin el valor absoluto de sus coeficientes -
de coste. Los dos problemas descendientes ~
se asignan a la "CLASE 1" y se les asocia -
como estimacidn la correspondiente al pro--

blema candidato (CP) que estd siendo dicoto

mizado.

Hasta aqui hemos presentado las modificacio
nes mds importantes al algoritmo bisico de

Dakin. En las referencias citadas, /5/ a -
/12/ aparecen también algunas consideracio-
nes adicionales sobre estrategias de elec--
cidn de variables de ramificacién v de elec
cién del subproblema candidato, algunas de

las méds corrientes son:

ELECCION DE LA VARIABLE DE RAMIFICACION:
Elegir la variable (XB)r, r e I que

1) MAXIMIZA MIN

ey

ro’ (l_frO{]

2) MINIMIZA MIN [} , (1-f )7
__rO r0

3) MAXIMIZA | (C_) _|
B r

4) TIENE LA MAYOR PRIORIDAD (SEGUN EL CRITE
RIO DE PRIORIDADES DEFINIDO PREVIAMENTE
POR EL USUARIO)

1

5) MAXIMIZA MAX (éi, @i

6) MAXIMIZA  MAX Fg,cﬂ

Eleccibén del Subproblema

Se elige el subproblema que tenga la médxima
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prioridad. Se puede asignar la maxima priori
dad a aquel subproblema que:

1) Es el filtimo problema de la lista L (regla
LIFO)

2) MAXIMIZA Zq + p
3) MAXIMIZA E,

4) MAXIMIZA cq =72 4+ — 71

Donde:

I =3 {5Fk) £k (1—5fk’)(1—ffk))}
k 3 3j jo J

siendo:

fég) la parte fraccionaria de (XB)j en la SO

lucidn del problema LP asociado a P .

1ost el <1y

3
gtk
J
Lo

I es una medida de la no posibilidad del

(k)
ST ij > 1/2
subproblema Pk.

4.2 Métodos de Enumeracibn Implicita

Como hemos indicado en el apartado anterior,
el punto critico de los métodos de enumera--—
cidn implicita reside en la potencia de los

métodos de andlisis de las implicaciones 16~
gicas. Como consecuencia, esta ha sido la l;
nea fundamental de trabajo para el desarro--
1lo de la enumeracién implicita, con algunas
excepciones, como la de Trotter y Shetty, -
/13/, que han desarrollado un algoritmo de -
enumeracibn implicita que maneja de una mane
ra directa las variables enteras acotadas, -
intentando superar la dificultad que en algu
nos casos puede representar el trabajar ex--

clusivamente con variables 0-1.

Vamos a dar a continuacién una lista de los
principales tests para enumeracién implfci--
ta, puesto que todos ellos se refieren al --
problema de la eliminacidn o de la eleccidn
de variable de ramificacidn, ninguno modifi-
ca el esquema del algoritmo bdsico ya que, -
lo dnico que hacen es sustituir a los allf -
indicados. Antes de proceder a la descripcibn

de los tests vamos a definir la notacidn a -
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utilizar en la exposicién de los mismos.

NOTACIONES: Reformulemos el PILP (6) como -
problema de MAXIMIZACION.

En cada uno de los subproblemas algunas de
las variables habrén sido fijadas a los va-

lores 0 6 1. Si denotamos por:

= {5t x =1
J 31 x }
3% = 5] X, =0}
F={1, 2, ..., n} - (3} y 3%

El subproblema se convierte en:

MAX { 5 c.+ I C.X.| ¥ a, .X.<v., i=1,2,..,m(11)
jedt 7 jer ? Iljer * *

jegt )

Las variables Xj' jE€F, se denominan VARIA--
BLES LIBRES.

Introduciremos ademés las siguientes nota--

ciones:

+ —_

a,, = MAX (a,., 0) ; a,, = MIN (a,., 0)
ij ij i3 ij

+ . - .
F. = {jeF | a, >0} ; ¥, = {jeF | a _ <0}
i ij 1 13

0 : + -
F) = =0} = F - (F

N {jeF | aij 0} ( Ju Fi)
a . =k-&simo menor elemento del conjunto
k .
fa, | jer}
ais =k-8simo mayor elemento del conjunto
g .
{aij | jEF}
p
S, (p) = © a, = suma de los p menores -
1 k=1 lSk
elementos de {aij | jer}

Si (p,q) = MIN 8, (r) = suma minima de un -

pLr<q
minimo p y un maximo de g elemen-

tos de {a,. | j€F}
ij
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ELECCION DE LA VARIABLE DE RAMIFICACION (PA
SO 11)

1. CALCULAR Ij =

[ e =]

MIN(Yi-aij, 0) ¥jer
0

i

la fila 0 es la restriccidn

T c, + I e¢.x, >72% +1
jes! 3 jer

formulada como:

r a X, <y siendo a,, = -C,
jer 0373 0 03 b
e

= - * -
Yq z Cj Z 1

jeaq!

2. ELEGIR COMO VARIABLE DE RAMIFICACION Xr
TAL QUE

Rt

La seleccidn se hace de manera gue después
de sustituir Xr = 1 la no posibilidad se ha

ga lo mis pequeha posible.
TESTS PARA LA ENUMERACION IMPLICITA

vamos a describir algunos tests para el sub
problema (11). Intentamos encontrar la no -
posibilidad (debido a la presencia de la fi
la 0 esto incluye también el gue no se pue-
da encontrar una solucidn mejor) y/o condi-
ciones obligatorias que fijen el valor de -
alguna o algunas de las variables libres. -
Si se consigue el primer objetivo el subpro
blema (11) se elimina, en caso contrario se

logra una simplificacién del mismo.

TESTS DE BALAS /3/

El algoritmo aditivo de Balas que, como he-
mos indicado, fue el primer algoritmo de --
enumeracién implicita, propone los siguien-

tes tests:

Test 1

Si v 2 0, ¥i, hacer Xj = 0, ¥jeF

Test 2

Si aOj > Yo hacer Xj = 0 (ya que aojzo,vj)
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Test 3

a) si © a,. > Y, para alg@in i, el proble

. ij

jer ma es no posible
b) Si 3§ a,, = y.,

jer -7 +

- 81 I C. + 2 Cj < Z* el problema
. 1 . -
I€J ]eFl e€s no posi--

ble

- En caso contrario hacer:

_ e _ o
Xj =1, VjeFi vy Xj = 0, VjﬁFi

TESTS DE GLOVER Y ZIONTS /14/

Test 4

Supongamos y, < 0 e

Definamos ¢, = MAX {c, | a,. < 0}
1 3 ij

jeF - {k}
i + + * =
Si jéJl cj ck cl < Z*, hacer Xk 0
Test 5

Supongamos yi < 0

a) Si ¥ ¢, + MAX [c.] < Z* entonces el

jest jepi - subproblema
€8 no posi--
ble.

b) Si 1§ ec¢. + Max J|c, X

< Z* entonces

jegt jer. | b 4
J IEE L +3 el subproble
ma es no po-
sible.
TEST DE GEOFFRION /16/
Test 6
Si I a,. <y, y T oal, + |la | >y,
jer i3 i jeF ij ik i

entonces hacer X, =

TESTS DE GLOVER /17/

Los seis tests que hemos expuesto hasta es-
te momento son tests que solo consideran -—-
una restriccidn cada vez, lo cual, como va

hemos indicado, constituye una de las limi-
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taciones bé&sicas de la enumeracién implici-
ta. Como es obvio resulta mé&s eficaz pero -
también més dificil tener en cuenta varias

restricciones simultaneamente. Hay dos fami
lias de tests que satisfacen estos requeri-
mientos, la primera, debida a Glover, sigue -
considerando Gnicamente las implicaciones -
18gicas; la segunda, que expondremos mis --
adelante, supone un cambio metodolégico al -
considerar la relajacién de la integridad Yy

hacer uso de la programacifn lineal.

Glover toma en consideracién todas las fi-—-
las para calcular una cota inferior L y una
cota superior U del nfimero de variables 1li-
bres gue pueden ser iguales a 1 y a partir

de L y U construye tests mis potentes.

CALCULO DE L:

1. Determinar L, tal que S (L.) < vy, <

1 1 1 1
< S (L,-1), i =20,1,...,m
1 1
2. L = MAX {L.}
i 1

CALCULO DE U:

1. Determinar U, tal que S, (U,) < y, <
1 1 1 1

< S, (U,+1), i = 0,1,...,m
i i

2. U

MIN {Ui}
i

Test 7

A veces un subproblema se puede simplificar

aplicando las siguientes reglas triviales:

a) $i I al. <y., eliminar la fila i.
jer HJ .

b) si aij > 0, para 1i=0,1,...,m; hacer Xj:O
c) 8i L > U el subproblema es no posible.
d) Si U = 0, hacer Xj = 0, ¥JjEF

e} Si L = |F|, hacer X, =1, ¥i€F

Test 8 (ampliacidn del Test 3a)

Si Si(L,U) >y, para alglin i, el subproble

ma es no posible.
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Test 9 (ampliacibén del test 6)

a) %i a ., es uno de los elementos aue forman
1

k
la suma S, (L,U) y si S, (L+1,U+1l)-a  >v.,
i i ik i

hacer Xk=l.
b) Si a,, no es uno de los elementos de la
suma S, (L,U) y si S, (L-1,U0-1)+a, >v., ha
i i ik i —
cer Xk=0.

RESTRICCIONES DE SUSTITUCION

Consideremos el subproblema PILP con varia-

bles cero-uno

Al
¥ oa,. x.<b. i=l,2,..,m}(12)
J 1

i=1,2,..,n

ISl
v}
»
In
o
g
o]
o]
o
v
o

vy sumemos las m nuevas restricciones. Como

resultado obtenemos la restriccidn

(13) recibe el nombre de restriccidén de sus

titucidn. Puesto gue (13) estd generada por
las restricciones de (12) tenemos las pro--

piedades:

1) Si x es una solucibn posible de (12), en
tonces x satisface (13) o equivalentemen
te, si x no satisface (13) no es una so-

lucibn posible de (12).

2) si ZO es el S6ptimo de (12) v Zo(u) es el

6ptimo de

n m n m
MAX Y oc.x 3z L u,a, .x.< % ub(l4)
s=1 0 2 [i=t o 3=1 F M) D =0 P Y
x,=0,1  3=1,2,...,n
donde u, » 0 (i=1,2,...,m), entonces --
2 < 2%

Hemos mencionado que los tests eran mis efi
caces si se podian aplicar a mds de una res
triccidn a la vez. Esta idea se puede lle--
var a la préctica aplicando los tests a la

restriccidn de sustitucidn.

QUESTTIO - v.2, n°1 (mang 1978)

Veamos algunos ejemplos de restricciones de

sustitucidn:
RESTRICCION DE SUSTITUCION DE GLOVER /17/

Glover define como la mejor restriccidn de
sustitucién la restriccién (13) definida --

POr u donde u, es tal que

1’ 1

z0<u1) = m1n 2% (w)
U>0

Sin embargo es muy difficil calcular u, . Glo
ver ha demostrado gue si podemos restringir
nos a vectores u con al menos dos componen-
tes positivas, u, puede calcularse facilmen
te.

RESTRICCION DE SUSTITUCION DE BALAS /18/

Sea Z(u) el dptimo del problema LP corres--

pondiente a (14):

n ‘ m n m \
MAX T oe.x,| T Y u,a,.x.< % u,b (15)
x {3=1 0 ji=1 9=1 2 P s

0<x <1,

J
Supongamos que Z es el Sptimo del problema
LP correspondiente a (12) y que (u,v) es la

solucibén Sptima del problema dual:

I m
( m n i£1allui+vlzcj 3=1;..m
MINY I u,b.+ I v, (16)
1=1 j=1 J w20, i=1,2,...,m
‘ v,20, 3=1,2,...,n J

Balas define como la mejor restriccién de -

sustitucidn (13) la obtenida por u = u,,
donde u, es tal que:

i
o
It

=

2|

2) 20 < Z(u,) =7

2

RESTRICCION DE SUSTITUCION DE GEOFFRION /15/
Sea Z* el mejor valor conocido de la fun--

cibn objetivo del problema (12). Geoffrion

anade la restriccidn
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con multiplicador u, = 1, con lo cual la --

restriccidn se convierte en:

m n n m
z ru.a, . x. -1 c.x.< 7% uihi—Z*—l (17)

i=1 =1 % 3 d 5 3 375
Geoffrion define como mejor restriccibdn de
sustitucidn la restriccidn (17) obtenida pa

rd u =u donde u, es tal que:

3!

ﬁ(u3) = MIN{Z (u)}
u>0

Yy Z(u) es el dptimo de:

X |i=1 i=1oj=1 113 40,730
{x =0,1 j=l,2,...,n} (18)
(18) es eguivalente a
m n m
MAX r u,b + I x {c -z u,a,.]
Xooqi=t Tt oger U3 5oy 1
|
’x5=0,1 j=1,2,...,n
Y por lo tanto a
m n
MIN I ub+ 1 v,
v oli=t * 7t 4=1 9
r |
‘ijcj—.g ulaij j=1,2, n
i=1
'vjzo j=1,2, ,n
Luego u, = u, donde (u,v) es la solucidn del
problema LP
m n
MIN u.b. + % v,
u,v Li:l Lt j=1 ]
m
L a,  u+v,>c, J=1,..... n
i=1 Y31 3773
u. >0, i=1,...,m; v.>0
i J
Observemos que u, = u,, pero la restriccién

de sustitucién de Geoffrion no es la misma

gue la de Balas.

QUESTIIO - v.2, n°7 maxng 197§)

EXTENSIONES DE GLOVER /19/

Con frecuencia es eficaz considerar algunas
restricciones simples por separado, como --

por ejemplo las restricciones

xj <1 (3=1,2,...,n), L < ¥ x < U

Por lo que plantearemos la siguiente formu-
lacién del PILP en variables 0-1:

MAX {CTx|Axib, Nx<d, x>0; x enteral (19)

que proporciona la restriccidn de sustitu--

cidn
uwaxtwTox < uTb+w™d, u,w>0 (20)

Sea X la solucién Sptima del problema LP --

correspondiente a (19)
MAX {CTx|Ax<b ; ox<d ; x50} (21)

y sean (u,w) las soluciones Sptimas del --
dual de (21)

MIN {ub+w’d uTarwT02e” ; u,w>0) (22)

EXTENSION DE LA RESTRICCION DE SUSTITUCION
DE BALAS

Definimos como la mejor restriccién de sus-~
titucidn, la restriccidn (20) obtenida con

u =u w = w, donde (u4,w

a7 4 ) son tales que:

4

Z{u,,w,) = MIN Z(u,w)
4 4 u,w>0

siendo f(u,w) el &ptimo del problema LP

MAX {CTquTAx+wTOX5uTb+wTd; nx<d; x>0}
b'e

Se puede demostrar aue u, = uy w, =W, don

de w, =w, 60
1 1

EXTENSION DE LA RESTRICCION DE SUSTITUCION
DE GEOFFRION

Una generalizacidén de la restriccién de sus

titucidn de Geoffrion es:
uTAx+wTQx—CTx§uTb+wTd—Z*—l, u,w>0 (23)

PDefinimos como la mejor restriccién de sus-
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titucidn, la restriccién (23) definida por

u=u W= W donde (u5,w5) es tal aue:

57 57
Q(us,ws) = MIN i(u,w)
u,w>0

siendo Q(u,w) el 6ptimo del problema

T T T T o |OX < d \
MAX {u btw d-u Ax-w Ox+C™X (24)
X x>0 v entero
Se puede demostrar que u, = uy W = %, don
de w, =w_ 5 0.
1 1

LA ENUMERACION IMPLICITA PARA EL PROBLEMA -
MILP

Consideremos el oroblema MILP con variables

cero-uno

1

Cx+Dy<b
MAX {CTx+dTy

(25)

x=0,1; v>0

El método de descomposicidn dual de Benders
conduce a la resolucidn del problema LP vy -
un problema "casi PILP" iterativamente. Tan
to Balas /18/ como Zoutendijk /20/ descri--
ben un método para resolver el problema "ca
si PILP" por enumeracidn implicita. E1 méto
do del filtro de Balas usa una restriccidén

de sustitucidn, andloga a la de (13) para -
u = u,. En el planteamiento de Benders apa-

rece el subproblema:

u CTx+(b—Cx)Tui

3
o i=1,2,...,k}

MAX {u 0< ()T (b-cx) i=1,2,...,L

L |x>0 y entero

Zoutendijk reemplaza u, por uO+Au donde -

0 0’

u, es la mejor cota inferior conocida de U,

{de agqui que Au,>0), y considera el sistema

(CTui—c)Txg—u +bTui i€H

9 k
(rj)TCxi(rj)Tb jGRk
x = 0,1

después de eliminar Auo, para buscar la so-

lucidn por enumeracidén implicita.

Tanmbién es posible resolver (25) directamen

te por enumeracién implicita. El procedimien

QUESTTIO - v.2, n°1 (mang 1978

to general descrito al principio es también
aplicable al MILP. Los subproblemas se pue--

den analizar de la siguiente manera:

1. Igualar xj arbitrariamente a 0 6 1 lo que

proporciona un vector binario X.

2. Resolver el problema LP

T

MAX {& x+d

| Dy<b-CX )}
} (26)

v
v>0

a) Si (26) es no posible:

(i) Determinar un vértice dual ul Yy un

ravo dual extremo .

(ii) Tr al Paso 3.

b) Si (26) tiene un valor Sptimo y:

(i) Determinar un vértice dual ut.

. T— . T—

(ii) $i ¢ x+d y>Z* entonces tenemos --
una solucidn mejor (x*,y*)=(X,y) -
con valor Z*=cT§4dT§

(iii) Ir al Paso 3.

3. Test del sistema
o3 . .
{(C ul—c)Txg—Z*erTul wu©
i T T j
(r?) cx<(r )b v

|2,=1, seat, x,=0, jea°, x,=0,1, jeF

a) Si el sistema es no posible el subpro-

blema se elimina.

b) Si hav tests positivos: anadir las nue

vas alternativas y repetir el Paso 3.

Una cota superior de un subproblema se puede
obtener facilmente reemplazando xj:O,l por -
Oixjgl, ¥jeF y resolviendo el correspondien-
te problema LP (21).

5. NOTAS

1 . -
Este trabajo fué& presentado en el Seminario

de Programacién Matem&tica PM'77, Madrid. -
Se publica agqui la parte primera, la segun-
da se publicard en QﬁESTIIé, v.2, n°2 {(ju--
nio 1978).

68



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

