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ESTIMACI(’)I\{ NO PARAMETRICA DE
LA FUNCION DE DISTRIBUCION

JUAN MANUEL VILAR FERNANDEZ

Departamento de Matematicas

Sea X una variable aleatoria con funcidn de distribucién F(z} y
funcion de densidad f(z), y X1,Xo2, -+, Xn un conjunto de obser-
vaciones de la variable que pueden ser dependientes. Se definen dos
estimadores no paramétricos generales (uno recursivo y olro no re-
cursivo) de la funcién de distribucion.

Bajo condiciones aceptables se obtiene el sesgo y la varianza y cova-
rianza asintética de los estimadores definidos. Finalmente se prue-
ban propiedades de consistencia y normalidad asintética.

Non Parametric Estimation of Distribution Function.

Keywords: Funcidn de distribucién, estimadores no parameétricos
y condiciones de dependencia.
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1. INTRODUCCION. DEFINICION DE LOS ESTIMADORES

Sea X una variable aleatoria real con funcién de distribucion F(z), la es-
timacién de esta funcidn y la obtencién de propiedades asintéticas dptimas es
de gran interés para conocer el modelo probabilistico que sigue la variable o
para la estimacién de funciones relacionadas con la primera tales como la razén
de supervivencia, F(r) = 1 — F(z) = P(X > 2), o la funcién razén de fallo,
r(z) = f(z)/F(z), muy utilizadas en las ciencias biomédicas e ingenieria.

—Juan Manuel Vilar Fernandez. Departamento de Matemadticas. Facultad de Informaética.
Campus de Zapateira s/n. 15071, La Coruia.

~Article rebut el desembre de 1990.



En este trabajo se estudia la estimacién no paramétrica recursiva y no re-
cursiva de F'(r) que permite por técnicas sencillas y de facil cilculo tener una
idea de la forma funcional de F(z) a partir del conocimiento de una muestra
de la variable aleatoria X, sin presuponer ninguna hipétesis sobre la funcién de
distribucién o, a lo sumo, hipétesis muy generales sobre la regularidad de dicha
funcién que permiten asegurar propiedades asintSticas del estimador utilizado.
Y si el tamano muestral es suficientemente grande puede obtenerse informacién
local que no recogen las técnicas clasicas de estimacién paramétrica.

Sea X1, Xs,- -, X, una muestra de la variable aleatoria real X, con funcién
de densidad f(x) y funcién de distribucién F(z), verificando una condicién de
dependencia débil, hipStesis mucho mas realista que la asuncién de observacio-
nes independientes, que no se cumple en muchas situaciones, sobre todo, si las
observaciones son recogidas en forma secuencial, esto es, si se estd estudiando
una serie de tiempo. Para estimar F(z) normalmente se utiliza la funcién de
distribucién empirica, F,(z), definida por:

1 n
(1) Fo(z) = ;;U,-
siendo

1 siX;<z
U":I(X'Sf’z{ 0 siXi>z

que en cierto sentido es bastante suave y en un contexto de datos dependientes
ha sido estudiado por Roussas (1989), Sarda-Vieu (1989) e Izerman-Tran (1990).

Por otra parte es conocido que la mayoria de los estimadores no paramétricos
de la funcién de densidad, f(z), siguen el formato general:

@ Jnl@)= 2 baiay( X)
i=l

siendo {64(n)(z,u)} una sucesién de funciones de ponderacién definidas en R x
con valores en R y h(n) la sucesién de parametros de suavizacién, que nos
mide la cantidad de suavizacién que se introduce en la estimacién.

Por todo ello puede suponerse que un buen estimador de F(z) viene dado
por:



. £ 1 <.

F, = n L= = Ly A4
3) 0= [ pi= Y e X0
siendo

Sh(n)(xvu):/ On(n)(u.t)dt

En particular, si 6p(n)(z,u) = h_(lﬁ‘) K (ﬁ) , siendo K(u) una funcién de
densidad se obtiene el estimador micleo (kernel), uno de los més estudiados y
utilizados, otras elecciones de 6ép(n)(z,u) permite obtener el histograma o el
estimador por desarrollos ortogonales. (Una relacién exhaustiva de distintos
tipos de funciones &pn)(z,u) puede verse en Walter-Blum (1974)).

El estimador asi definido proporciona una mayor suavizacion respecto a la
que introduce el estimador empirico, lo que conlleva ventajas adicionales. En
este sentido, Reiss (1981), en un contexto de datos independientes, demuestra la
deficiencia relativa del estimador empirico (F},(x)) respecto al estimador niicleo
(F,(2)), lo que significa que si i(n) es el tamaiio muestral necesario para que
el Error Cuadratico Medio (ECM) de F,(x) sea menor o igual que el ECM
(F(x)), entonces es posible elegir A(n) tal que i(n) —n > Cn*/5 — oo,
siendo (" una constante positiva que depende de F.

También es de interés el resultado obtenido recientemente por Lejeune-Sarda
(1989), quienes trabajando con el estimador niicleo, esto es, &,,)(z, X;) =

fi:x')/h(n) K(u)du, demuestran que este estimador es el mismo que el que se
obtiene ajustando localmente un polinomio a la funcidn de distribucién empirica
minimizando la norma L? ponderada, esto es, el estimador Fn,p(.v) = P, :(z),
donde P, ,(x) es el polinomio de grado p que minimiza la expresion:

/W (”;ﬂ“) (F(u) = Py(u))? du.

siendo W{v) una funcién de peso.

En el apartado 2 de este trabajo se estudia el Error Cuadratico Medio de
Fn(r) y la covarianza asintStica de F,(z) y Fn(y), comparando los resultados
con los obtenidos para la distribucién empirica. Este estimador, en el supuesto de
independencia, ha sido estudiado por Azzalini (1984) y Feraldo Roca-Gonzalez-
Manteiga (1984).



En el supuesto de que las observaciones se recojan secuencialmente es intere-
sante trabajar con estimadores recursivos, lo que representa una ventaja desde
un punto de vista computacional, sobre todo si el tamafio muestral es grande.
Por ello, en el apartado 3 se estudia el Error Cuadratico Medio de la versién
recursiva del estimador definido en (3) y cuya expresién es la siguiente:

n -1 n
(4) Fos(2) = (Z hf) (Z h;'rgh(i)(l'in))
i=1 i=1

siendo 7 € [0,1] un parametro que influye en el Error Cuadritico Medio de
forma andaloga que h(n) pero en menor medida, como se expondra mas adelante.
Normalmente para T se utilizan los valores 0, 1/2 y 1.

El estimador F), ,(z) verifica la siguiente relacién recursiva:
(5) Farir(2) = (Far(@)En +h(n + 1 Bynpn(z, X)) Erly

siendo E, =377 | hT.

Finalmente en el apartado 4 se obtiene la normalidad asintética de los esti-
madores F,(z)y F, .(z).

LA ESTRUCTURA DE DEPENDENCIA

Aunque la mayoria de los estudios realizados sobre la estimacién no pa-
rameétrica de curvas suponen que las observaciones son independientes, en mu-
chas situaciones, esta hipdtesis no es realista, sobre todo si se trabaja con series
de tiempo, por ello en este trabajo se asume que las observaciones puedan ser
dependientes, aunque exigiendo que la dependencia entre dos observaciones tien-
da a anularse al aumentar la distancia temporal entre ellos. Para ello se utiliza
la condicién de dependencia “fuertemente mixing” ( «—mixing) introducida por
Rosenblatt (1956) y cuya definicién es la siguiente:

“Sea X (t),t € Z, una sucesion de v.a. estrictamente estacionarias, definidas
sobre el espacio de probabilidad (2, F, P) con valoresen R. Sea F°_ y F}
las o—algebras generadas respectivamente por X(¢) con t < 0 y X(t) con
t > n. Entonces X(t) es fuertemente mixing si:



(6) a(n)=sup {|P(AUB) — P(A)P(B)|: A€ F°

-0

Ban-i‘oo} N 0»

Esta condicién es méas débil que la mayorfa de las utilizadas: uniformemente
mixing, asintéticamente incorreladas o absolutamente regular. Verificandola en-
tre otros los procesos lineales construidos a partir de sucesiones de variables
aleatorias i.i.d. absolutamente continuas y funcionales no lineales de procesos
gaussianos exigiendo condiciones no muy restrictivas a la densidad espectral.
(Ver Bradley (1985)).

2. ERROR CUADRATICO MEDIO DE F,(z)

En todo el trabajo se supondra que la sucesion de funciones de ponderacion
Op(n) verifica las siguientes hipdtesis:

D.L pny(z,u) >0, [ Opny(z,u)du=1

D.2. Spny(z, 2+ u) = Spny(2, 0 — u)
6h(n)('ra r+u)= 6h(n)(oa u)

D.3. épin)(z,u) = 0h(n)~1 sile—u| < h(n)
Shiny(e,u) =0 si |z —u| > h(n)

D4. h(n) — 0 y nh(n) — x

Con el fin de poder comparar la conducta asintdtica de los estimadores
Fo(z) y F(x) se obtiene, en primer lugar, el Error. Cuadratico Medio de la
distribucion empirica (FDE).

Teorema 1.

Si el proceso X(t) es a—mixing con ), a(t) < oo, se verifica:
i) E(Fn(2)) = F(x)
i) (1) var(Fa(e) = & (F@)(1 - F(2)) + DY) = L o3

siendo D7 un término debido a la dependencia acotado por 2 3 °;_; a(k) < oo.



Demostracién:

El apartado i) es inmediato ya que el sesgo del estimador no se ve afectado
por la dependencia de los datos. Respecto a ii) se obtiene:

var(F,(z)) = glivar L U) =

n-1
= ;15 (nF(J:)(l —- F(z))+2 Z(n - k)COV(UlUl-Hc))

k=1

de la definicidén (6) se sigue cov(Uq,Ui4x) < a(k), sustituyendo

var (Fu(r)) < & (F(2)(1 = F(z)) +2 S50, 22 a(k)) < 1 (F(2)(1 - F(z)) + D})

k3

~ En los dos siguientes teoremas se obtiene el sesgo y varianza del estimador
F,(z) definido en (3).
Teorema 2.

Si se verifica

H1. fes(2r+1) veces diferenciable.

H2. /R gn(1) dt es acotada, siendo g,(t) = sup |f¥+1(2)]

|z—t|<h(n)
entonces
(8) B(F,(z)) = E(F (z)) - E f D2 + oh?"
siendo

+hn
Doy = / Bnin) (v, 0)v?* dv = O(h3F)
—h,



Comentarios:

1. El sesgo no se ve afectado por la dependencia muestral. Y el estimador
F, es asintdticamente insesgado pero no insesgado como lo es la FDE: F,.

2. Parael caso particular de utilizar el estimador niicleo, con r = 1 se obtiene
la siguiente expresion del sesgo de F,(z)

(9) B(F,(z)) = f”( )Ix h2 + oh?

siendo K; = [ K{(u)w du.

Demostracién:

Se realiza un desarrollo de Taylor de orden 2r en f(u)

E(bpn)(x, Xi) /(/ Bhn)(u t)dt) flu)du =
+Z/ f(k (/6h(n)(u,t)(u—t")k du) dt +

¢ p2r41)
/ f“(m(wﬁ </ 6h(n)(“vt)(“‘t)2r+ld“) dt

y de las hipdtesis de la sucesion pn) y H2 se deduce (8).

il

E(Fn(z))

il

+

Teorema 3.

Si se veriﬁcan las hipétesis del Teorema 2 (r = 1) y H3. Ex1ste un v > 0 tal
que Y 5o, a(k)/HY < oo entonces var(Fn(z)) = 2 (F( F(z))+ f(z)
(An(z) — ) —+— 0R% + D3) = 1 03 siendo

tha
(10) An(z) = / 6ﬁ(n)(m,u)du = 0hy,

—hn

y D} un término debido a la dependencia acotado por 16 5 y_; a(k)v/2+y,



Suponiendo que z < y, se verifica:

cov (Fn(w), Fn(y)) =1 (F(2)(1 = F(y)) + f(2)(Ba(2,y) — hn) + 02 + D2)

siendo

+hn " .
(11) Bn(l', y) = / 6h(n)(1“v u) 6h(n)(y1 U) du = Ohn

n

y D% un término debido a la dependencia acotado por 16 S p_; a(k)/2+v.

Comentarios:

1. De las expresiones (10) Y (11) se deduce que la dependencia de la muestra
afecta a la varianza de F,(z) y a la covarianza de F,(x), F,(y).

2. Dado que An(z)—h, es negativo, la varianza del estimador F,(z) es me-
nor que la de F,(z). Asi, utilizando el kernel uniforme (K(u)=1/2 si
|u] € 1) se obtiene que An(z)—hy, = —(5/3) hn. Y sise utiliza el Kernel de
Epanechnikov (K(u) =3/4(1 —u)? si|u| < 1) se obtiene que An(z) —
hyn = —(61/35)h,. Por ello, es mejor utilizar el Kernel de Epanechnikov
que el uniforme, ya que tiene menor varianza.

3. De las expresiones (8) y (10) se deduce la expresion del Error Cuadratico
Medio del estimador F(«), que en el supuesto de que f sea tres veces
diferenciable (r = 1) viene dada por:

poMine) = (P8 vont) + L (po0 - s

+  f(@)(An(z) = hn) + OR2 + Df)

De donde se deduce la convergencia puntual en media cuadratica del esti-
mador definido.

4. Considerando al ECM (F,(z)) como una funcién de h, se puede calcular
el parametro h que minimice este error. De la expresién anterior se deduce
que:

ECM(F,(z)) = ¥(h) = Cin~! — Cahn~! + C3h* + C4h*n~?

10



siendo C4,C', C3, y C4 constantes positivas que dependen de la funcién
tedrica F'(z) y de las funciones de ponderacidn, 6p(,), utilizadas. Mini-
mizando la expresién anterior se obtiene que el pardmetro de suavizacién
optimo tiene la forma: hgpe = Con~ /3. Siendo Cy una constante posi-
tiva, que depende de F, por ejemplo, utilizando el kernel de Epanechnikov

1/3
vale, aproximadamente, 3'03 (J,—f%%) .

Desde un punto de vista practico la expresién de h obtenida no es 1til ya
que depende de la funcidn tedrica que deseamos estimar. Por ello, es interesante
desarrollar técnicas para obtener dicho pardmetro a partir de la muestra. En
la actuahidad estamos trabajando en este problema utilizando técnicas de vali-
dacién cruzada minimo cuadratico, global y local, adaptandolas al caso de datos
dependientes.

Demostracion

Por la estacionaridad del proceso se obtiene:

Lo (s : :
cov (Fa(2). Faw) =+ v (Bnia(es 1) 8m (0. 1)) +
5 ] ' Sn—k . .
(12) = Y (Uay (k) + Vo (k)
k=1 )
siendo
Usy(k) = cov (8@ X1, By, Vi)

Vey(k) = cov (Buimy(, Nug) + Snmy (3 X1))

Se desarrolla, en primer lugar, la expresién (12) en el caso r = y obteniendo:

(13) var(F(2)) = 2 var(8pn)(z, X1)) + 2 T00; 255 Up o (k)
pero
(1) varlun(e, X)) = B8 ) (2, K1) = (EOaim (2, 31))

11



y del resultado del Teorema 2, se sigue que:

var(6pn)(z, X1) = fé,zl(n)(x, u) f(u)du— (F(z)+ 062)2 ,
haciendo un desarrollo de Taylor en el primer sumando, por las propiedades de

8 se sigue que E(éﬁ(n)(.r,Xl)) = F(z)— f(x)hn + f(z)A, +0h2 y sustituyendo

en (14) se obtiene

(15) var(by(n) (2, X1)) = F(z)(1 = F(2)) + f(z)(An(z) + Oh2

Para acotar U, ;(k) se utiliza la Desigualdad de Davydov:

“Sean £ y n dos variables aleatorias respecto a las c-algebras F} y Flj,
respectivamente, ,j = 1,2,3,--- Siendo E |£|T" < oo y E|n|*t” < oo para
algin v > 0, entonces para i # j se verifica:

(16) cov(€.n) <8 (B[ Eln|2+*)" "+ (ali— j)*/*+ >

(La demostracion puede verse en Hall-Heyde (1980)).

Utilizando (16) se obtiene

1Us 2 ()] < 8 (Elbnca) (@, X0)P Bldany(, X1e) 2+ (o) 2+

)IJ/Q-}-V

por un desarrollo analogo al realizado en (15), se sigue que

E\8n(ny(z, X1)[*T* = F(2 — hn) + Ohyy

y por tanto

(17) |Usz (k)] € 8 (F(2 < hn) +0ka)/** (a(k)/** < 8 (a(k)"/***
Finalmente, sustituyendo (15) y (17) en (13) se obtiene el primer apartado
del Teorema 3.

Supongamos ahora que x < y, de la expresién (12) se sigue

12



(18)  cov (Fu(e). Ful)) = 2 Usy(0) + £ THI) 225 (U4 (K) + Vi ()

por desarrollos analogos a los realizados en la primera parte se obtiene:

(19)

Vs (0= ($ucnr (2 X0),Baim 0 X0)) = B (Bngu(. X0)) E (snion (. X0)

=F(2)(1 = F(y)) + f()(Bn(z,y) — hn) + 0h2
Para acotar Uy (k) y Vz (k) se utiliza la desigualdad de Davydov:

. . . . v/24v Y v
Uey B < 8 (Eldany(, X0 Eléuiny(y, X)) (aply 2+

IA

(20)

IA

8 (alk])"/*t

sustituyendo (19) y (20) en la expresién (18) se obtiene:
neov (Ful@), Faly)) = F(2)(1 ~ F(1) + f(2)(Ba(2.y) — hy) + 0h2 + D

slendo

n-—-1 n-—1

—k ) )
D=3 - — (Usy(k) + Vo (k) <16 ) (alk])/"* < 0
k=1 Py

3. ERROR CUADRATICO MEDIO DE Fp r(x)

En este apartado se obtiene el Error Cuadratico Medio del estimador recur-
sivo F,, -(z), definido en (4).

13



Teorema 4.

Si se verifican las hipéStesis del Teorema 2 y ademas

3
H4. limp_oo 2 3070 (—h'l:) =0, con s < 2r 4+ 1. Se obtiene:

~ ~ (2k)(l‘ 1 hTDé)k 2
21) B(Fy ,(2)) = E(F, ,(z)) — F(x) 2:1 2z 2 r
( ) ( 3 (1:)) ( 3 ( ( — (2k ZZ 1 hz— Ohﬂ

siendo D, = f:r:' 8n(iy (v, 0)v** dv = O(hFF).
Comentarios:

1. La hipétesis H4 la verifica la eleccién clasica del pardmetro de suavizacién
hn, =Cn™%, cono < a <1, en este caso, 8, = 1/1 — as.

2. Al sesgo de Fnr(x) no le afecta la dependencia de los datos, es asintéti-

camente insesgado pero de mayor sesgo que F,(z)}, como se ve facilmente

en el caso particular del estimador nicleo, en el que se obtendria, para
r=1:

(22) B(F, . (z)) = B(Fa(z)H (T

siendo H{(r) = iﬂi, que para la ventana del tipo h, = Cn~%, se obtlene

que H(T) = {Z=%T— que es una funcién creciente respecto a 7 y acotada

inferiormente por 1, para 7 € [0, 1], por tanto, B(F, ,(z)) > B(F,(z)), aunque

ambos son del mismo orden y, el sesgo de F,, (2) serd mayor cuanto mayor sea
T.

Teorema 5.

Si se verifican las hipétesis H1-4, se obtiene:

(23)  var(F, .(z)) = var(F,(z)) G(z) = 1 1 o3, siendo G(r) = B, /6?2

Suponiendo que z < y, se verifica:

(24) cov( Fo (), nT(y)) = cov (FH(J:),Fn(y)> G(7)

14



Comentarios:

1. De la expresién (23) se deduce que la dependencia de los datos afecta a la
varianzade F, ,(z) y alacovarianzade F, .(x) y F, ;(y), existiendo una
estrecha relacidn con las expresiones obtenidas para el estimador Fo(z).

2. Para la eleccién de la ventana h, = Cn~% se obtiene que G(z) =
T(—l—g”o%zi-}-%’ que es una funcién decreciente respecto a la variable 7 y que
estd acotada superiormente por 1, para 7 € [0, 1]. Por tanto, la varianza y
covarianza del estimador recursivo, Fnyr(;c), es menor que la del estimador
no recursivo, F,(x), aunque del mismo orden. Y éstas aumentan al tomar
T menores.

3. De los Teoremas 4 y 5 se deduce que el pardmetro 7 juega un papel similar
al del pardmetro de suavizacidn h, ya que al aumentar 7 aumenta el sesgo
del estimador pero disminuye su varianza. Hecho que ya habfamos compro-
bado al estudiar la estimacién no paramétrica de la densidad y regresién
(Vilar Ferndndez, 1989). En cualquier caso por estudios de simulacidn que
hemos realizado la influencia del pardmetro 7 es mucho menor que la de
la ventana h.

4. Las expresiones (21) y (23) permiten obtener el Error Cuadratico Medio
y la convergencia puntual en media cuadratica del estimador Fn,T(:c),
siendo la velocidad de convergencia del mismo orden que la del estimador
no recursivo.

Demostraciéon de los Teoremas 4 y 5.

Es andloga a la demostracién de los Teoremas 2 y 3, utilizando el Lema de
Toeplitz.

4. DISTRIBUCION ASINTOTICA

Para obtener la normalidad asintdtica de los estimadores no paramétricos
definidos Fy,(z) y F,.(z) se utilizaran Teoremas Centrales del Limite para
disposiciones triangulares fuertemente mixing, desarrollados por Bradley (1981).

Se utilizaran las siguientes definiciones:

p(A, B) sup {Correl (f,g) : f € L%(A); g € L*(B)}
p(n) = p (FEFRL) vy p* = limpoco p(n)

15



1+p25/(2+e)+2p2/(2+5)

Para ¢ > 0y 0 < p < 1, se define g(¢,p) = 22 (1 EATE
€f 2 _p &

Teorema 6.

Si se verifican las hipétesis del Teorema 3 y ademds H5. Existe un ¢, 0 <
€ < 1 tal que g(e, p*) < 1.

Se obtiene

(25) Nz (ﬁn(x)—EFn(z)> 4, N(0,09)

Y si ademas se verifica H6. nhi — 0.

Entonces
(26) Vn (Fn(m) - F(x)) 4, N(o, 032)

La normalidad asintética del estimador recursivo F, .(z) se expone en el
sigulente teorema:

Teorema 7.

Si se verifican las hipétesis del Teorema 5, H5 y ademds H7. nh2"™ — oo
cuando n — oo. Se obtiene

(27) NG (Fn,(x)—EFn,T(x)) 2, N(0,03)

Y si ademads se verifica H6, entonces
(28) Vi (Fur(2) = F(z)) % N(0,05)

Comentarios:

1. Las hipdtesis H6 y H7 no son restrictivas ya que la eleccién del parametro
de suavizacién éptima, esto es, que minimiza el Error Cuadréatico Medio,
es de la forma h, = Cn~!/3 que verifica las mencionadas hipStesis.
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2. La hipétesis Hb si es mas restrictiva respecto a la condicion de dependencia
de los datos muestrales. Trivialmente se verifica si p* = 0, que es la
conocida condicién de que el proceso sea “asintSticamente incorrelado”,
condicién intermedia entre uniformemente mixing y fuertemente mixing y,
que para procesos (Gaussianos estacionarios es equivalente a la fuertemente
mixing (Kolmogorov-Rozanov, 1960). La hipdtesis H5 no exige que p* sea
cero pero si ha de ser préximo a cero.

3. Otra metodologia para obtener la normalidad asintdtica de los estimadores
no paramétricos definidos es la clasica utilizada en un contexto de depen-
dencia, que se basa en considerar la suma de variables aleatorias como una
suma de grandes bloques separados por pequeiios bloques de érdenes tales
que permitan probar que los primeros son asintéticamente independientes
y los segundos asintéticamente nulos. Lo que permite aplicar Teoremas
Centrales del Limite cldsicos, como el de Lindenberg. Este método ha
sido utilizado entre otros por Masry (1986) estudiando estimadores no
paramétricos recursivos de la funcién de densidad y aunque permite util-
zar hipdtesis mas débiles sobre la dependencia de la muestra se le exigen
hipotesis mas restrictivas a la sucesién de pardmetros de suavizacion.

Demostraciéon del Teorema 6.

Se considera la disposicién triangular de variables aleatorias siguiente:

VARES Spgmy(2, Xi) = Ebpmy (2, X5) ¢

n

1,2, --n,
1,2,

i

que verifica, para cualquier n, {Z7"}, es estacionaria y fuertemente mixing,
siendo EZ = 0, y de la expresién (15) se sigue que

var(ZP) = var(bpn)(r, Xy)) = F(z)(1 = F(x)) + 0hy, <1

Por otra parte, utilizando el desarrollo realizado en (17) se verifica que dado
€>0, E|ZP*e = F(x — hy) + 0h, < 0.

Sea S, =5, ZF=n (Fn(x) - EFn(x)> y 82 = E (S2) = n?var (F, (.L’)) =
0 (n) — oo segun el resultado obtenido en el Teorema 3.

De todo lo anterior se sigue que se cumplen las hipétesis del Teorema 4 de
Bradley (pp. 4, 1981) y, por tanto, se verifica que S,/s, — N(0.1), de las
definiciones de Sy, y s, se deduce la primera conclusién del teorema.
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Para probar la segunda parte, basta tener en cuenta que
NG (Fn(a’) - F(x)) -/ (Fn(.r) - EFn(x)> +/n (EFn(ac) _ F(a:))

el primer sumando converge en distribucién a una N(0,02) y del teorema 2 y la
hipétesis H6 se deduce la convergencia a cero del segundo sumando.

Demostraciéon del Teorema 7.

La demostracién del Teorema 7 es andloga a la del teorema 6, en este caso,
se considera la siguiente disposicién triangular de variables aleatorias:

an = h;(sh(i)(.r,)(i)—Eh;éh(i)(l‘,‘\'z‘) F— 1,2,~--n
n = 1, 2’ R
que verifica, para todo n = 1,2,--- que {Y;?}, es fuertemente mixing pero

no es estacionaria.

Sea

Sp = 2};}1 y s2=FE(S%) =var ((2?21 RT) Fnr(-l’)) =

- 1 1 &hr
hT oy S h2'r 2 — h2'r N HT.
(; Z) na3 (n ; hﬁ) 2rnos = 0(nhy") oo por H7

Razonando como en el Teorema 6 se obtiene que {¥;*} verifica las hipdtesis
del Teorema 3 de Bradley (1981), que es vélido para disposiciones triangulares
no necesariamente estacionarias y, por tanto, se verifica que S, /s, — N(0,1).

Siendo

5, (b)) (Fur@) = BF(2)

Sn - n=U2 (370, hT) o3 - 03 <Fn’T(z) B EFn'T(x))
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De donde se concluye la primera parte del Teorema 7. El segundo resultado
se obtiene igual que en el Teorema 6.
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