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En este articulo se estudian los problemas de Set Partitioning (SP)
desde una perspectiva algoritmica.  El disefio de un procedimiento
heuristico permite no sdlo disponer de soluciones posibles para los
mismos, sino también obtener desigualdades vdlidas que sean violadas
por las soluciones posibles a partir de las que se obtienen. La in-
corporacién a los problemas originales de las desigualdades vdlidas
obtenidas proporcionan unos problemas ampliados (SPA) para los que
también se propone un procedimiento heuristico y para los que, de
nuevo, es posible obtener desigualdades vdlidas como en el caso de los
problemas originales.

En este contexzto, siguiendo las lineas actuales de disero de algo-
ritmos para problemas de optimizacidn con estructura combinatoria,
es posible diseniar una clase de algorstmos hibridos para resolver los
problemas (SP) que, ademds, elimina uno de los principales inconve-
nientes de los algoritmos que se han empleado tradicionalmente: la
alta degeneracidn que produce la utilizacidn de la relajacidn lineal or-
dinaria.

Heuristics, Cutting Planes and Subgradient Optimization for
Set Partitioning Problems.

Keywords: Set Partitioning, Cutting planes, Subgradient Optimiza-
tion.

-Jaume Barcelé i E. Ferndndez - Dpt. Estadistica i Investigacié Operativa. Facultat
d’Informatica - Universitat Politécnica de Catalunya - Pau Gargallo 5-08028 Barcelona
-article rebut el juliol de 1988

209



1. INTRODUCCION

El estudio de los problemas (SP) ha sido abordado por numerosos autores.
Desde el punto de vista tedrico existe un excelente trabajo de sintesis {BaPa79]
en el que se recogen la mayorfa de los resultados relacionados con estos pro-
blemas. Desde el punto de vista de las aplicaciones, existen numerosisimas
situaciones reales cuya formulacién en términos de un programa entero res-
ponde a este tipo de problemas. Las m4s frecuentes son: asignacién de tri-
pulaciones [MaSh81], planificacién de vuelos [Lev69] e itinerario de vehiculos
[Pie68,BaCr81].

La dificultad de los problemas de (SP) se refleja en la escasez de procedi-
mientos para encontrar soluciones posibles para los mismos. A diferencia de
los problemas de Set Covering (SC) y de Set Packing (SPx), para los que se
conocen soluciones posibles “triviales” (z; = 1,VJ € N en el caso de (SC) y
z; = 0,¥7 € N en de (SPk)) y heuristicas. Esto no ocurre, sin embargo, en el
caso de problemas de (SP) cuya estructura resulta mucho més rigida y dificulta
el disefio de procedimientos aproximados.

Tradicionalmente, desde una perspectiva algoritmica, se ha empleado fre-
cuentemente la relajacién lineal, pero su utilizacién produce, a menudo, situa-
ciones de degeneracién masiva. La reciente aparicién de la heuristica de Fisher
Y Kedia [FiKe86| ha supuesto un avance importante en la resolucién de es-
tos problemas y su utilizacién abre nuevas vias en los enfoques algoritmicos a
considerar [Fer88]. Sin embargo, la formulacién y utilizacién de esta heuristica
en términos de problemas de Set Partitioning de maximizacién puede resul-
tar sorprendente puesto que la inmensa mayorfa de aplicaciones de problemas
de (SP) son de minimizacién y la adaptacién al caso de minimizacién de este
procedimiento no resulta trivial.

En este articulo se presenta una heuristica para problemas de Set Partitioning
de minimizacién cuyo punto de partida es la que acabamos de mencionar. La ca-
pacidad para obtener soluciones posibles para los problemas originales de (SP)
nos permitird generar desigualdades vdlidas obtenidas mediante disyunciones a
partir de cotas condicionales introducidas por Balas [Bal80]. La estructura de
estas desigualdades es de tipo Set Covering (SC) y si éstas se incorporan al pro-
blema original de (SP) se obtienen unos nuevos problemas ampliados (SPA) en
los que el conjunto de restricciones esti formado por una familia de igualdades
de tipo (SP) y una familia de desigualdades de tipo (SC). Para estos nuevos
problemas (SPA) justificamos la validez de un procedimiento de obtencién de
desigualdades vilidas similar al anterior y proponemos una heuristica para
obtener soluciones posibles; una vez mds, estas soluciones posibles serdn las
que permitan disefiar un procedimiento para obtener las desigualdades vélidas.

En el primer apartado se propone la heuristica para los problemas de (SP) de
minimizacién. En el segundo se justifica la validez y se propone la utilizacién
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de procedimientos para la obtencién de desigualdades vilidas a partir de cotas
condicionales tanto para los problemas de (SP) como para los de (SPA}. Poste-
riormente, en el tercer apartado, se propone una heurfstica para los problemas
(SPA). Finalmente, en el cuarto apartado, se combinan los procedimientos an-
teriores en un esquema algoritmico de tipo hibrido y se presentan los resultados
computacionales obtenidos con dos versiones diferentes del mismo.

2. HEURISTICA PARA PROBLEMAS DE MINIMIZACION DE
SET PARTITIONING

Los problemas que consideramos son de Set Partitioning de minimizacién, es
decir:

(SP) min cz
Az =ce
z; €{0,1},7€e N

siendo A una matriz de dimensién mzn,c € Z™t y ¢ el vector m-dimensional
formado por todo unos. M = {1,2,....m} y N = {1,2,..,n} son, respectiva-
mente, los conjuntos de indices de filas y de columnas de la matriz A.

Cualquier solucién posible X para (SP) cumple Az = e. Por tanto, para
cualquier vector u se satisface la primera condicién de holgura complementaria
u(Az — e} = 0. Resulta sugerente, por tanto, en este contexto disefiar procedi-
mientos que obtengan un par de soluciones (z,u) para los problemas primal y
dual respecticamente, que se aproxime, en la medida de lo posible, a satisfacer
la segunda de las condiciones de holgura complementaria.

La metodologia que acabamos de describir ha sido utilizada por Fisher y
Kedia en su trabajo y es la que hemos seguido en la heuristica que proponemos
a continuacidn.

HEURISTICA DUAL

La heurfstica dual tiene en cuenta la estructura del problema dual (D) que
es un problema de multi-knapsack

(D) max ue
ud <o

En todo momento, la heuristica considera dos pardmetros asociados a cada
variable dual; por un lado, el valor mdximo que puede asignarse a la misma sin
que se viole ninguna restriccién y, por otro lado, el valor mdximo que puede
asignarse a cada variable dentro de una restriccién determinada. Para cada
restriccién, se asigna a cada una de las variables que intervienen en la misma
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el mdximo valor tal que se cumplan las dos condiciones anteriores. Posterior-
mente, se incrementa en lo posible el valor de aquellas variables que intervengan
dnicamente en restricciones que se cumplen como desigualdad estricta.

Supondremos que las variables primales estin ordenadas por orden no cre-
ciente de costes, es decir ¢; > c;41V7 € N. Sean, ademds, M; = {J €
N/aj;=1},Vi€ M, N; = {i € M/a;; = 1} , VJ € N. La heurfstica dual es

la siguiente:
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Inicializacién
wu=0VieM
d;=minVie M

JEN

Fin inicializacién

Para ;7 = n,1,—1 hacer

o= 2w

1EM;

5 =~ —

Para : € M; Hacer

A,; +— min {5]',d,'}
u; — u; + 4

Para s € N; Hacer

Definir para cada variable dual u; cual seria el
mayor valor en que se podria incrementar sin
violar ninguna de las restricciones, st todas

las demds varsables se mantuviesen constantes.

6; indica en cuanto se podria incrementar cada
variable que interviene en la restriccidn 7, para
satisfacer esa restriccién como estricta
igualdad.

Asignar a u; el mayor valor que nos asegura que
no viola ni la restriccidn que estamos consi-
derando ni ninguna de las posteriores.

Actualizar el valor d, para todas las variables que
intervienen en esa restriccidn.

8i mingepr, {ce — L} < d,entonces d, — d, — A;

Fin para
Fin para
Fin para

Para i = 1,m hacer

St eziste alguna variable que sélamente inter-
viene en restricctones satisfechas como
estricta destgualdad sncrementar su valor
manteniendo la factibilidad.

Ui +— u; +max{ 0, min [c; — > wu
JEN, kEM;

Fin para
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HEURISTICA DE MEJORA

Después de haber obtenido una solucién posible para (D), se puede utilizar
una adaptacién de la heuristica de mejora de Fisher y Kedia [FiKe86] gracias
a la cual los valores de dos variables duales se incrementan simultdneamente
en una cantidad determinada a cambio de reducir el valor de una tercera en la
misma cantidad.

Por lo tanto, dada una solucién u, posible dual, se intenta aumentar el valor
Zu; de la funcién objetivo del problema (D) identificando 3 indices de variables
11,%2,t3 € M y modificando los valores de las variables asociadas a dichos
indices en una cantidad A.

U — U1 — A
Uiz« Uiz + A
Uz — Uiz + A

con lo que el valor Yu; quedar4 finalmente incrementado a A.

Sean N® y N* los subconjuntos de indices de filas de D) que particionan su

conjunto de restricciones en activas e inactivas. N*=<7€ N/ Y u;=¢,
1EM;

yN'=Sj37€N/ 3 ui>c
t€EM;
Para que el intercambio sea posible los indices de variables ¢;,1,,73 deberan
ser tales que:

1) NN NsnNNe=¢@
2) (Niz UN,'3) UN® C N;;

Una vez determinados los indices 21,172,%73 que satisfacen las condiciones an-
teriores, A vendrd determinado por las restricciones no activas j € N* para las
que el valor ) u; aumenta con el intercambio. Dicho conjunto viene dado

t€EM;
por N: = {_7. (= N‘/a.'g,- + ai3; — a1y > 0}

Si N} = &, entonces el problema dual es no acotado y por lo tanto el prob-

lema primal es no factible.

Si N} # &, se define

G 2 U

A = min teM;
JEN ai25 + i35 — 41y

que es la cantidad mdxima en la que se pueden modificar las variables asociadas
a los indices %;,15, 23 manteniendo todos los requisitos de factibilidad.
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La heuristica de mejora anterior se repetird tantas veces como sea posible ter-
minando cuando ya no se encuentren los fndices #;,12,73 que permitan realizar
el intercambio.

Hay que resaltar que la calidad de la solucién dual obtenida en la primera
fase puede influir decisoriamente en el éxito de la segunda fase de la heur{stica,
que es en la que se obtiene la solucién primal. En la medida en la que la
solucién dual obtenida se acerca al éptimo del problema lineal dual, mejora
sensiblemente la correspondiente solucién primal.

Por ese motivo, resulta sugerente la sustitucién de la heuristica dual por la
utilizacién de optimizacién subgradiente aplicada a la relajacién lagrangiana
ordinaria en la primera fase de la heuristica, para obtener asf una solucién dual
cuya calidad esté asegurada. De esta forma, al disponer de una solucién dual
que es casi éptima, el vector de costes reducidos asociado favorece la obtencién
de una solucién primal que satisfaga, en la medida de lo posible, las condiciones
de holgura complementaria.

Esta linea que se acaba de mencionar es la que, como se ver4 posteriormente,
ha proporcionado mejores resultados computacionales puesto que no sélo las
cotas inferiores obtenidas son sensiblemente mejores, sino que la solucién pri-
mal obtenida a partir de esta solucién dual es, en muchos casos, mejor que
la obtenida a partir de la solucién dual obtenida mediante la heuristica dual
propuesta.

HEURISTICA PRIMAL

La heuristica que se utiliza para obtener soluciones primales sigue el criterio
descrito anteriormente de intentar satisfacer las condiciones de holgura comple-
mentaria. Se trata de la bisqueda de una solucién posible z para (SP) mediante
un procedimiento que fija los valores de las variables z; de forma secuencial
manteniendo los requerimientos de factibilidad. Es decir, una vez obtenido el
vector s de costes reducidos asocidado a una solucién dual u, se irdn fijando
variables a 1 de forma secuencial, manteniendo la factibilidad, de forma que el
producto escalar de los vectores ¢ — uAd y z sea lo menor posible. El criterio
que se sigue es el de incluir en la subsolucién parcial que se construye aquella
variable de las que no hayan sido consideradas hasta el momento que tenga el
menor coste reducido. De esta forma se obtendra una solucién posible que se
aproxime lo mds posible a las condiciones de holgura complementaria. Ademis,
considerando que el problema (SP) es de minimizacién, interesa construir una
solucién posible que tenga el menor nimero posible de variables fijadas a 1; en
consecuencia, se efectuara la ruptura de empates eligiendo aquella variable que
intervenga en la mayor cantidad posible de restricciones, es decir tal que |M;|
sea maximo.

El papel que juegan los tests 18gicos aplicados en cada iteracién de la
heuristica primal es de gran importancia, ya que se acelera el proceso de con-
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vergencia al fijar el valor de mds de una variable en cada iteracién y se reduce
el riesgo de construir subsoluciones parciales que no sea posible completar en
soluciones posibles.

Asociados a cada subsolucién parcial z, se definen dos subconjuntos de
indices de filas que particionan el conjunto de restricciones del problema primal
entre las que actualmente se satisfacen y las que no.

Sean T'(z) = {i € M/Jg;l z; = 1} yU(z) = {i € M/JGEAI( z; = 0}

dichos conjuntos

Ademds, se define el conjunto J(z) = {J € N/M; N T(z) = ¥} de indices
de variables que no intervienen en ninguna restriccién que ya esté previamente
satisfecha. La heuristica ird seleccionando variables pertenecientes al conjunto
J(z) para ir fijdndolas a 1.

El procedimiento es como sigue:
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Inicializacién

z=0 Todas las variables estdn a 0.

T(z)=0 No eziste ninguna fila que esté
satisfecha.

Ulz)=M

J(z) =N Todas las variables son elegibles.

fin = falso El procedimiento terminard cuando

se hayan satisfecho todas las

restricciones o bien cuando se
demuestre que el problema es
no factible

Fin Inicializacién

Mientras no fin Hacer:

Elegir j € J(z)t.q.55 = kxéxJix(lz)sk

En caso de empate elegir jt.q.|M;| sea maximo.

Hacer z; =1
Actualizar T'(z) «— T(z) U M;

U(e) — Ula) \ My
I(@) — I@\ (g, M)

Aplicar los test légicos
Si problema no factible 0 U(z) = & fin = cierto

Fin mientras
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Si la heuristica no encuentra solucién se puede volver a empezar todo el
procedimiento eliminando esta vez, en la inicializacién, del conjunto J(z) el
indice de la variable 5 que fue la primera en fijarse a 1 en la iteracién anterior.

Si una subsolucién parcial no logra completarse en una solucién posible,
se comienza de nuevo el procedimiento eliminando en la reinicializacién del
conjunto J(z) de variables elegibles la primera que se haya fijado a 1 en la
iteracién anterior.

A pesar de que el éxito de este procedimiento heurfstico no estd asegurado,
como veremos posteriormente la experiencia computacional confirma el hecho
de que raramente falla.

3. PLANOS SECANTES A PARTIR DE COTAS CONDICIONA-
LES: UNA APLICACION A PROBLEMAS DE SET PARTI-
TIONING.

En este apartado exponemos un tipo de desigualdades vilidas para pro-
blemas de Set Partitioning. Se trata de un caso particular de desigualdades
obtenidas a partir de disyunciones vilidas para problemas enteros o mixtos de
programacién matemética. La teoria bdsica para la obtencién de este tipo de
desigualdades que fue desarrollada por Balas [Bal180] es, en principio, aplicable
a todo tipo de problemas enteros y mixtos pero su utilizacién, en el disefio de
algoritmos concretos no resulta sencilla para el caso general. En el caso de
los problemas de Set Covering (SC), la estructura de los problemas permite
generar de forma préctica las desigualdades que, ademds, son del mismo tipo
que las restricciones del problema original [Bal80,BaHo80].

A continuacién veremos que, en el caso de los problemas de (SP), cuando
se disponga de una solucién posible para los mismos, es posible obtener este
tipo de desigualdades y se propone la utilizacién de un procedimiento para
generarlas. De esta forma, los planos secantes asf obtenidos pueden utilizarse
en el disefio de algoritmos especificos para resolver los problemas de (SP).

DISYUNCIONES A PARTIR DE COTAS CONDICIONALES.

El siguiente teorema [Bal80] permite, bajo ciertas condiciones, obtener
disyunciones vilidas para los problemas enteros o mixtos a partir de las cuales
pueden obtenerse desigualdades vélidas.

Teorema 1: Sean w € R** np € R, N ={1,..,n}, ;CN,i=1,..,p1<
p < n. Existe v e RPtt.q

p
Z v, <7, JENy ZviZﬂ'o

i/5€Q: i=1
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si y sélo si cualquier entero z € N™*, tal que satisface 7z < mp también
satisface la disyuncién

V(zj = 07.7. € Ql)

i=1

Dado un problema de Set Partitioning (SP) min {cz/Az = ¢,z > 0,z; €
{0,1},J € N}; su problema dual lineal asociado es (DP) max {ue/uAd < c}

Sean zy,p una cota superior conocida de (SP), y u y s dos vectores tales que u
sea una solucién posible de (DP)y s =c—uAd > 0.

Az = ¢ = —udAx = —ue

Sumando la igualdad anterior a la desigualdad cz < 2up se tiene que (c —
uA)T < Zyp, — ue. En consecuencia, sz < z,,p — ue es una desigualdad que
deberd ser satisfecha por cualquier solucién posible z para (SP) tal que cz <
Zsup

Utilizando la desigualdad (c — uA)z < 2z,up — ue como 7z < 70 y definiendo
v; = 8;(;),% = 1,..., p para algunos indices j(i) € N, se puede aplicar el teorema
anterior. De este modo, se obtiene el siguiente

Corolario 1: Sean z,,, una cota superior (SP) y dos vectores u, 3 tales que
s =c—uA > 0. Siexiste S C Ny, S = {7(1),..,7(p)}, 1 < |N1], tal que 3_ s; >
€S
Zsup — ue, entonces para cualquier coleccién de conjuntos Q; € N, ; 1,..,p
tales que ), s;(¢) < s;,7 € N, se cumple que cualquier solucién z posible
i/JEQ,
para (SP) t.q.cz < zyp debe satisfacer la disyuncién {’/ (z;=0,7€Q:) (1).
i=1

Hay que resaltar que para aplicar el Corolario 1 es necesario disponer de
una cota superior del problema y de una solucién posible para el mismo. Por
consiguiente, la heuristica propuesta en el apartado anterior se convierte en la
herramienta que permite generar disyunciones del tipo (1) para los problemas
de (SP), ya que nos proporcionar4 tanto la solucién primal z, y por lo tanto una
cota superior, como el vector u con un esfuerzo computacional reducido. Pos-
teriormente, veremos que también es posible satisfacer la condicién adicional
para la aplicacidn del corolario de que la suma de ciertos costes reducidos sea
mayor o igual que el gap de dualidad que se tenga.

Un caso particular muy interesante del Corolario 1 ocurre cuando la
disyuncién generada consta de un dnico elemento, puesto que ésta se con-
vierte en la condicién z; = 0,7 € Q;. Es decir, definiendo el conjunto
Q1 = {7 € Ni/s; > zgp — ue} cualquier solucién z, posible para (SP), tal
que ¢z < Zgyp debe satisfacer z; = 0,7 € Q.

219



La importancia de este caso particular radica en que permitird fijar a 0 y,
por lo tanto, eliminar del problema original todas aquellas variables cuyo coste
reducido asociado sea mayor o igual que el gap entre la cota superior z;, y el
valor de la funcién objetivo asociado a la solucién u posible para el problema
dual lineal, a partir de la cual se ha generado el vector s de costes reducidos.

El corolario 1 proporciona, adem4s, una herramienta para obtener disyun-
p

ciones del tipo V (z; = 0,4 € Q;) (1) que sean vélidas para el problema
(SP). -

Para ello sélo necesitamos disponer de una cota superior zyup, una solucién
u posible para el problema dual lineal (DP) y un subconjunto S C N; para el

que se cumpla la condicién Y s; > z,,p — ue (posteriormente se verd que esta
JES
condicién es ficil de satisfacer).

Por lo tanto, dado un conjunto S, cualquier familia de subconjuntos Q; de
N; que cumpla Y s;(¢) < s;,7 € N, proporcionara una disyuncién vilida
i/7€Q;
del tipo (1).

Los PLANOS SECANTES

Consideremos el i-ésimo término de una disyuncién (1), z; = 0, 7 € .
Evidentemente cualquier solucién z posible para (SP) que satisfaga ese término
también deber4 satisfacer las desigualdades

(2) Y z;21, heM
JENLQ;

y por lo tanto, para cualquier eleccién de los fndices h(:) € M, 1 = 1,..,,p,
cualquier solucién posible z que satisfaga la disyuncién

P P
V z; = 0,5 € Q;), deber también cumplir la disyuncién V (Zz; >
im1 JENRH\ QS

1).7' € Qt)

Lo anterior implica que, para z entero, se debe también satisfacer la desigualdad

P
Y, z; > 1, siendo W = U (Na) \ Qi)
JEW =1

Expresando en estos términos el Teorema 1 se obtiene el siguiente

Corolario 2: Sean z,,p, una cota superior de (SP) y u,s tales que s =c—ud >
0. Si existe un conjunto de indices de columnas S = {5(1),...,7(p)},0# S C N
tal que
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E 8; 2 Zgup — ue,

JjES

entonces, para cualquier conjunto de p {ndices de filas h(z) € M,+ = 1, y para
cualquier coleccién de conjuntos @Q; C Ny(;) tal que

Z 85(x) < 3]').7. € N;
$/IEQ:

se tiene que cualquier solucién posible z para (SP) tal que cz < 24y satisface
la desigualdad

14

(3) Yozi21, siendoW = |J(Nag) \ Q)

JEW i=1

Como ya se ha comentado anteriormente, para la obtencién de disyunciones
vilidas y, por lo tanto, para la obtencién de los planos secantes del tipo (3)
es necesario disponer de un conjunto S de {ndices de columnas para el que se
verifique la condicién

(4) Z 85 > Zgup—ue,

JjES

En [Bal80] se demuestra el siguiente teorema para los problemas de Set Cov-
ering {SC):

Teorema 2: Sean u, s dos vectores que satisfacen s =c—uA > 0, y sea z una
solucién posible para (SC) y S(z) = {7 € N/z; = 1} el soporte del vector z.
Entonces,

u(Az —¢e) =0 => Zs]- > Zgyp — ue para S = §(z).
JES

La propia demostracién de este teorema para el caso de (SC) es también
aplicable al caso de (SP). Por lo tanto, en el caso de los problemas de (SP) la
condicién u{Az—e) = 0 también resulta suficiente para garantizar (4). Ademis,
para cualquier solucién z posible para (SP) siempre se deben cumplir las restric-
ciones Az —e = 0y, por tanto, la condicién u(Az —¢) = 0, independientemente
de la solucién lineal dual u que tengamos.
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Todo lo anterior nos permite afirmar que, dada una solucién posible z para
(SP), siempre vamos a estar en una situacién favorable a la hora de generar
desigualdades del tipo (3).

Observacién: Hay que resaltar que las desigualdades (3) obtenidas para los
problemas (SP) no son desigualdades vélidas en el sentido cl4sico para el proble-
ma original. Las condiciones bajo las que se obtienen garantizan, no obstante,
que cualquier solucién posible para (SP) mejor que la que haya proporcionado
la cota superior zgy (sies que existe) deber4 satisfacer la desigualdad obtenida.
Por lo tanto, la utilizacién de este tipo de desigualdades nos permite limitar
el espacio de blisqueda de soluciones posibles para (SP) a aquellas que sean
mejores que una solucién dada; es decir, aquellas que satisfagan las desigual-
dades asi generadas.

La observacién anterior sugiere el disefio de algoritmos en los que, una vez
obtenida una desigualdad vilida (3) para un problema (SP), ésta se incor-
pore al conjunto de restricciones del problema original obteniendo asf un nuevo
problema (SPA). Teniendo en cuenta que las desigualdades (3) son siempre
de la forma mz > 1 (tipo Set Covering), la estructura del problema ampliado
que se obtenga ya no serd la de un problema de (SP) sino que su conjunto
de restricciones constara de ecuaciones de dos tipos: unas del tipo Az = e,
(las del problema original), y otras del tipo Gz > e, (las correspondientes
a los planos secantes obtenidos que se han incorporado). Es decir: (SPA)
min{cz/Az = e gz > elz; € {0,1},7 € N}.

Para sistematizar este tipo de algoritmos resulta necesario garantizar que
para los problemas ampliados (SPA), puedan cumplirse las condiciones bajo
las que es posible generar estas desigualdades vilidas.

Dado (SPA), su problema dual lineal asociado es (DPA) max {ue,,+ve, /ud+
v@ < ¢,v > 0}. Sean z,,, una cota superior de (SPA), (u,v) una solucién
posible para (DPA) y s=c—uAd —vG > 0.

Az =e¢,, => uAz = ue,,
=> udz + vGz > ue,, + ve,
Gz 2> e, => vGzx > ue,

Por lo tanto, dada una cota superior 2z, del valor del problema, para
cualquier solucién posible z para (SPA) tal que ¢z < 2Zyp, se cumple que
(c — (uA + vG))z < zeup — (uem + ve,). De esta forma podremos aplicar el
Teorema 1 a los problemas (SPA) obteniendo el siguiente

Corolario 8: Sea z,,p una cota superior del valor (SPA) y dos vectores (u, v}, s

tales que v > 0,s =c — (ud + vG) > 0.

Si existe C Ny, 8 = {5(1),...,7(p)},1 < p < |Ny| tal que ) s; > 25p — (ue +
JES

ver), entonces para cualquier coleccién de conjuntos Q; C N,2 = 1,...,p tales
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que > s;(:) > s;,7 € N, se cumple que cualquier solucién z es posible para
i/J€Q,
(SPA) tal que cz < zyp debe satisfacer la disyuncién

(1) Vizi=0jeq)

=1

Por lo tanto, bajo las hipétesis anteriores, es posible obtener disyunciones
vilidas del tipo (1) y, como consecuencia, desigualdades v4lidas del tipo (3)
para (SPA). Ademiés, modificando levemente el Teorema 2 podemos garantizar
que para estos problemas siempre se puede satisfacer la condicién adicional (4);
para ello tendremos tan sélo que reducir, tal veg, el valor de algunas variables
duales asociadas a las restricciones de la forma Gz > e,.

Como consecuencia, una vez que dispongamos de una solucién posible pri-
mal para (SPA) y de una solucién posible para el problema lineal dual asociado
podrén obtenerse desigualdades del tipo (3) para los problemas (SPA). Hay que
resaltar que para estos problemas no son v4lidas ni las heurfsticas para proble-
mas (SP), ni aquellas para los de (SC). En el siguiente apartado propondremos
una heurfstica para obtener soluciones posibles para estos problemas.

El siguiente teorema [Bal80] proporciona condiciones bajo las que podemos
asegurar que las desigualdades obtenidas ademds scn violadas por una deter-
minada solucién. Ello nos permitird garantizar la reduccicén del espacio de
bisqueda de soluciones no sélo a aquellas que sean mejores que la que ha pro-
porcionado la cota z,y, sino también a aquellas que sean distintas de la solucién
a partir de la que generamos la desigualdad.

Sea T(z) = {¢ € M/a'z = 1}, el conjunto de indices asociado a las restric-
ciones satisfechas como estricta igualdad por una solucién posible z para un
problema de Set Covering (SC).

Teorema 3: Sean zsup,uy s tales que s = c—ud > 0,8 = {5(1),...,7(p)} , P #

S C Ntalque Y s5 > 2up —ue,Qi C N,i=1,...,p tales que 3 850) <
) ifinS ) if7EQ:

85,1 € N,y sea .7(1') € Qi1 =1,..,p.

Si z* es una solucién posible para (SP) tal que S C S(z*) y h(i) € T(z*) N

Mj(,‘),’i = 1, oy Dy

P
Z z; > 1, siendo W = U (Nh(i) \Qi) ,
jeW t‘=1

Observacién: Cabe resaltar que el teorema 3 también es valido tanto para
problemas (SP) como (SPA). Ello es asf puesto que su demostracién se centra
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en el hecho de que para las restricciones que satisfacen como estricta igualdad
existe un unico elemento de las mismas que estid en el soporte de la solucién
y ademds dicho elemento no pertenece al conjunto W por construccién del
mismo. Para los problemas de Set Partitioning el conjunto T(z) coincide con
el conjunto total de los indices de filas y para los problemas ampliados (SPA)
T(z) también serd no vacfo puesto que contendr4 el conjunto de restricciones
del problema original.

A continuacién, exponemos un procedimiento de generacién de planos se-
cantes {Bal80] que es vilido tanto para (SC) como para (SP) y (SPA). Est4
basado en la aplicacién del Teorema 4 y tiene en cuenta los comentarios hechos
anteriormente,

Puesto que los coeficientes de las desigualdades (3) son todos 0 6 1 y el
término independiente es siempre 1, una desigualdad de este tipo seri tanto
mds potente en la medida que tenga menos coeficientes iguales a 1. Por este
motivo, intentaremos generar aquellas desigualdades que minimicen el tamaifio
del conjunto.

14
U Nh(:) \ QI

Para ello, podemos tomar S = {j(1), ..., 7(p)} como el conjunto de los indices
asociados a los p mayores costes reducidos, siendo p el menor nimero entero
para el que se cumple la condicién

p
Zsj(i) 2 Zgup — ue
1=1

Ademis, elegiremos los indices h(i) € M,(;) intentando que en cada paso se
minimice el tamafio del conjunto W Wy _: siendo

k
U Nh( ) \Ql
PROCEDIMIENTO DE GENERACION DE CORTES

Sean una solucién posible z de soporte S(z), dos vectores u,s tales que
s=c—uAd>0y St ={5€ S(z)/s; > 0}.
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Inicializacién

W=¢
S=8*
Z; = ue

Fin Inicializacién
Mientras z; < z,,, hacer

definir  s;(;) = maxs;
J€s

Q={jeN/s; > s;i)}
elegir  h(z) tal que |(Nps) QQUW|= min |[(N, Q) UW|

hEMi(1)
hacer W «— W U(Nn) g
21« 21+ 8;()
8i 2z > 2Zp entonces
Qi = QN Ny
85+ 85 — $;(:)V] € Qi
§— 5 {j(:)}
Fin si
Fin mientras

Aiadir la desigualdad

2 ;21

JEW
Fin
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4. HEURISTICA PARA PROBLEMAS DE MINIMIZACION DE
SET PARTITIONING AMPLIADOS CON RESTRICCIONES
DE TIPO SET COVERING

Consideremos ahora problemas de la forma

(SPA) min cz
Az =e,,
Gz > e,
nz>1
z; € {0,1},7€N

siendo C € Z™*, A y G matrices de dimensiones mzn y (r — 1)zn, respecti-
vamente, cuyos elementos son 0 6 1, ¢,,, y e,_; los vectores m-dimensional y
(r — 1)-dimensional, respectivamente, formados por todo unos y 7 un vector
n-dimensional cuyas componentes son 0 6 1.

En el apartado anterior, se han obtenido desigualdades vdlidas tanto para los
problemas (SP) como para (SPA) de la forma 7z > 1. Un procedimiento que
las incorpore de forma iterativa al problema original generar4 nuevos problemas
cuya estructura serd la de (SPA). -

Teniendo en cuenta que las desigualdades que se obtengan serdn valiosas en
la medida que éstas nos proporcionen informacién adicional sobre el problema
original, y que la dnica forma de obtener dicha informacicén es resolviendo el
problema resultante de incorporar la desigualdad obtenida al problema original,
la eficiencia de un procedimiento que genere dichas desigualdades para proble-
mas (SP) vendr4 dada en términos de nuestra capacidad para resolver (SPA).
Asimismo, al igual que en el caso de problemas de (SP) puros, la utilizacién
de los resultados descritos en el apartado anterior sélo serd posible a partir de
soluciones posibles para estos problemas. Por consiguiente, un procedimiento
para obtener soluciones posibles para (SPA) nos permitir4, adem4s, establecer
un proceso algoritmico en el que se obtengan también desigualdades vélidas
para estos nuevos problemas.

Hay que resaltar que para (SPA), no son vélidas las heuristicas especificas
para problemas (SC) (no aseguran que las restricciones asociadas a la matriz
A se vayan a satisfacer como estricta igualdad), ni tampoco las especificas para
los problemas (SP) (ya que estariamos eliminando del conjunto de soluciones
posibles todas aquellas que satisfaciendo A como estricta igualdad satisfagan
alguna restriccién de G o la ecuacién mz > 1 como estricta desigualdad).

El procedimiento que proponemos se basa en la heuristica para (SP) de mini-
mizacién y considera la estructura especifica de los problemas (SPA). También
consta de dos fases, en la primera de las cuales obtiene una solucién posible
(u,v,w) para el problema lineal dual asociado (DPA) y, a partir de ella, una
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solucién posible z para (SPA). De nuevo, se utiliza la informacién que pro-
porciona el vector de costes reducidos asociados a la solucién (u, v, w) para
intentar acercarse, en la medida de lo posible, a las condiciones de holgura
complementaria.

HEURISTICA DUAL

Dado un problema (SPA), su problema dual continua asociado es de la forma

(DA;})  max ue+ve+wz
uAd+vG +wr >c
v>20w>0

siendo r — 1 el ndmero de filas de la matriz G. Teniendo en cuenta que el
subproblema

(SPP) min cz
Az =e¢
z; €{0,1},Vse N

es un subproblema de Set Partitioning puro que est4 contenido en (SPA,) Vr,
a partir de cualquier solucién posible u* del problema lineal dual asociado a

(SPP)

(SDP) max ue
ud <c¢

podremos disponer, al menos, de una solucién posible de la forma (u*,0,0)
para (DA,).

Por lo tanto, podemos suponer que conocemos una solucién inicial posible
de la forma (u*,v*0) para (DA,) y que deseamos obtener otra solucién posible
diferente de (u*,v*,0), ya que de esta forma la informacién referente a la res-
triccién 7 que se estan afiadiendo al problema primal se reflejar4n también en
la nueva solucién dual que se obtenga.

Inicialmente a la variable dual w se le asigna un valor no negativo de forma
que se asegure que la nueva solucién sea diferente de la incial v(u*, v*,0). La
variable w toma el mdximo valor que mantendria la factibilidad en la dltima
restriccién dual si todas las demds componentes fuesen 0. Ahora, el vector
{u*,v*, w) ya no tiene por qué seguir siendo una solucién posible para (DA,).

El procedimiento ird reduciendo lo menos posible las componentes de las
restantes variables duales u y v hasta obtener una nueva solucién posible dual.
Primero se reducen los valores de las variables duales asociadas a las restric-
ciones de < y posteriormente, si es necesario, las asociadas a las restricciones
de igualdad (SPA). La cantidad en la que se reduce cada variable es la minima
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necesaria para que dejen de violarse todas las restricciones del problema dual
en las que interviene dicha variable. Teniendo en cuenta que en el caso de las
variables asociadas a las restricciones de > de (SPA), no siempre ser4 posible
reducir estas variables en dicha cantidad ya que estin restringidas en signo a
ser positivas, dichas variables se reducirdn en lo que sea posible.

Finalmente, si existen variables duales que s6lo intervienen en restricciones
que se satisfacen como estricta desigualdad, dichas variables se incrementarin
en la mdxima cantidad posible, manteniendo la factibilidad del vector resul-
tante.

Sean s = ¢ — u*A — v*G el vector de costes reducidos asociados a la solucién
inicial (u*,v*,0), P = {j € N/n; = 1}, K = {1,2,..,r— 1}, K; = {5 €
N/g1; =1},Vie Ky L;{i € K/g;; = 1}, V§ € N. La heurfstica es como
sigue:
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Inicializacién

w = min {¢;/j € P}

Para 7 = 1,n hacer Actualizar el vector de costes
8i j € P entonces s; «— s; —w reducidos para el nuevo valor
de la variable w
Fin para
Sean V = {j € P/s; <0} Conjunto de fndices de res-

tricciones violadas por el
nuevo vector
My={teM/3j€N,NV} Conjunto de fndices de variables
duales u; que intervienen en al-
guna restriccidn violada
Me={le K/3je LinVtq.v; > o} Conjunto de fndices de variables
duales v; que tienen un valor es-
trictamente positivo y que tnter-
vienen en alguna restriccidn

violada
Para 1 € M, hacer numviol_1 es el nimero de res-
numviol_z = [M; N V| tricciones violadas en las que in-
Fin para terviene la variable dual
asociada u;
Para | € M; hacer numviol 1l es el ndmero de
numviol_1 = |M;NV| restricciones violadas en las
Fin para que interviene su variable

dual asociada v
Fin inicializacién

Mientras V # ¢ hacer
Si Mg # 0 entonces
Sea | € Mg t.q. numviol | = min numviol_k
kEMe

A+ 1=min {v min s;
+ { I;EKI J}

U[‘-—UI—Al
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Para j € K; hacer
Sis; <0y s; +4; >0 entonces
Para : € M; numviol_1 +— numviol_ — 1
Para s € L; numviol_s «— numviol_s — 1
Fin si
s+ 85 + &

Fin para

En otro caso

Sea 1 € M4 t.q. numviol_¢ = min numviol_k
k€EM4

A; = —min s;
JEM;
U ug — A

Para J € N; hacer

Si s; <0y s; +A; >0 entonces
Para k € M; numviol_k «+— numviol_k — 1
Para ! € L; numviol | «— numviol_{ -1
Fin si
sy +—s; + A

Fin para
Fin si

Fin mientras

Para : € M hacer

u; «— u; max {0, mins,}
JEN,

Para s € K hacer

v, +— v, + max {0, min s;}
JEK,
Fin para

Aplicar la heuristica de mejora para problemas duales de problemas de Set
Partitionning puros a las variables duales u;, 1 € M.
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Cuando r = 1 la solucién inicial (u*, 0) se obtiene mediante la heurfstica para
problemas duales asociados a problemas (SP). Para valores de r > 1, aplicando
de forma iterativa el procedimiento anterior, siempre ser4 posible conocer una
solucién inicial de la forma (u*, v*,0) al menos la dltima componente del vector
V* serd no nula. Dicha solucién vendr4 dada por (u;_,,v}_,,w;_;,0), siendo
(ur_y,vi_y, wi_;) lasolucién obtenida por este procedimiento para el problema
(DA,_;) en el que la desigualdad nz > 1 es la restriccién correspondiente a la
(r — 1)-ésima fila de matriz G.

Observacién: Al igual que en el caso de problemas (SP), la calidad de la
solucién dual obtenida en esta primera fase puede influir decisoriamente en el
éxito de la segunda fase en la que se obtiene la solucién primal. Por ese motivo,
hemos utilizado también un procedimiento de optimizacién subgradiente apli-
cado a larelajacién lagrangiana ordinaria de los problemas (SPA). De nuevo, el
vector de costes reducidos asi obtenido favorecer4 la obtencién de una solucién
primal que satisfaga, en la medida de lo posible, las condiciones de holgura
complementaria.

HEURISTICA PRIMAL

A continuacién proponemos una heuristica para encontrar soluciones posibles
para problemas (SPA). Por cuestién de notacién supondremos que el conjunto
de todas las restricciones de tipo Set Covering (incluida la que en la heuristica
dual se denomina 7) viene representado por la matriz G. Por lo tanto, ahora
G serd una matriz de dimensién rzn.

La heuristica se aplica de forma iterativa mientras no se encuentra una
solucién posible y mientras no sea vacfo el conjunto de variables candidatas
a formar parte de una solucién y consta de dos fases: en la primera, se intenta
encontrar una solucién posible para el subproblema de Set Covering (SPC) min
{cz/Gz > e.}, imponiendo ademis la condicién de que en cada momento la
subsolucién parcial que se construye pueda ser parte de una subsolucién par-
cial posible del subproblema de Set Partitioning (SPP) min {cz/Az =€, } ; es
decir imponiendo dos condiciones:

1) el conjunto de variables que se ha fijado a 1 sea ortogoanl con respecto
a la matriz A.

2) el subproblema resultante al eliminar todas las componentes fijadas a 1
sea factible.

En la segunda fase se intenta completar la subsolucién parcial obtenida en la
primera. Para ello se plantea el subproblema (SPP) de Set Partitioning puro
resultante de eliminar de (SPA) todas las restricciones del tipo de Set Covering
(puesto que se satisfacen con la subsolucién parcial obtenida) y todas las del
tipo de Set Partitioning que también se satisfagan con la subsolucién parcial
actual. Posteriormente, se aplican los test 16gicos al subproblema (SPP) y se
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aplica la heuristica propuesta en el primer apartado al problema de Set Par-
titioning de minimizacién que se obtenmga después de hacer las eliminaciones
correspondientes.

La decisién de intentar satisfacer en primer lugar el conjunto de restricciones
asociado a la matriz G se debe a que ninguna de las soluciones obtenidas
previamente, a las que no hemos impuesto la condicién de satisfacer la dltima
restriccién asociada a la matriz G (la desigualdad #z > 1), ha proporcionado
un valor mejor que z,p y al hecho, ya conocido, de que cualquier solucién
posible para el problema original con un valor de la funcién objetivo mejor que
el que nos haya proporcionado el valor z,,p 8i es que existe, deber4 satisfacer
esta dltima desigualdad.

Sean
R el conjunto de indices de variables que son candidatas a entrar en la solucién.

M+« el conjunto de indices de filas de A que ya est4n recubiertas por la solucién
parcial actual.

K* el conjunto de fndices de filas de G que ya est4n recubiertas por la solucién
parcial actual.

N} el conjunto de indices de variables que intervienen en la i-ésima restriccién
de A, susceptibles de ser elegidas para formar parte de la solucién.

K} el conjunto de indices de variables que intervienen en la k-ésima restriccién
de G, susceptibles de ser elegidas para formar parte de la solucién.

Un esquema de la heuristica es el siguiente:
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Inicializacién

R=N Inicialmente el conjunto de indsi-
ces de variables elegibles es N.

M= Intcialmente ninguna restriccidn

K'=¢ estd recubierta.

N =NNMieM Todas las variables que intervie-

K, =KNteK nen en cada fila son candidatas

fin = falso a formar parte de la solucidn.

El procedimiento terminard cuando
se encuentre una solucidn
posible para (SPA) o cuando

Fin inicializacién el conjunto de variables elegibles
sea vacio.

Mientras no fin hacer

Buscar solucién posible para {SPC)
Si la solucién posible de (SPC) no
es solucién posible para (SPA)  entonces
Construir el subproblema (SP) resultante de
aplicar los test légicos a la matriz
A obtenida al fijar a 1 las variables
que forman la solucién de (SPC)
Aplicar heurfstica para set partitioning a (SP)

Si no se encuentra solucién posible para (SP) entonces

Sea 7" el indice de la idltima variable
fijadaa 1l
Hacer
z; 0 Eliminar 3* de la solucidn
actual de (SP)
M* — M* \MJ‘-k Actualizar el conjunto de filas
satisfechas tanto enA
K* — K*\ K; como enG
Fin hacer
Fin si

Fin si

Fin mientras
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Con respecto de la heuristica anterior, hay que resaltar que no est4 asegurado
el éxito de la misma. Hay que sefialar que aunque existe la posibilidad de que
falle, en la prdictica ésto raramente ocurre. De hecho, como veremos posterior-
mente, el fallo de esta heuristica puede resultar un buen criterio de terminacién
en un algoritmo que, de forma iterativa, vaya obteniendo soluciones posibles
y generando, a partir de ellas, desigualdades violadas por las mismas. Ello se
debe a que, si en un momento determinado disponemos de una solucién éptima
y se genera una desigualdad vilida, el nuevo problema ampliado no tiene por
qué tener solucién posible. En ese sentido, el fallo de la heuristica puede ser
un buen indicador de dicha situacién.

La primera fase del procedimiento para obtener soluciones posibles para prob-
lemas (SPA) obtiene una solucién posible para el subproblema de (SC) con-
tenido en (SPA). En esta primera parte, se intentan satisfacer las restricciones
asociadas a la matriz G de forma secuencial fijando a 1 ciertas variables con
una heurisitica de tipo greedy.

El criterio que hemos seguido es, de nuevo, intentar satisfacer en la medida
de lo posible las condiciones de holgura complementaria. para ello, se eligen,
de forma secuencial, variables que se fijan a 1. En cada paso se elige, entre las
variables no consideradas todavia, aquella que tenga un coste reducido lo menor
posible, que intervenga en la dltima restriccién no satisfecha de la matriz G,
que sea ortogonal respecto a la matriz A con todas las variables que ya estén
previamente fijadas a 1 y cuya eliminacién no produzca un subproblema no
factible con respecto a la matriz A ni a la matriz G. El procedimiento que
busca una solucién posible para (SPC) es el siguiente:
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Inicializacién
fin 1=falso El procedimiento terminard cxando
se encuentre una solucién posible
para (SPC) o bien cuando
el conjunto restante de variables
elegibles sea vacfo. Tambsén
terminard en caso de que veamos
que el conjunto restante de variables
elegibles resultante no permita
satisfacer ni siquiera la primera
restriccion de G
Fin inicializacién
Mientras no fin £ hacer
Sea £fel tltimo elemento

de K\ K* l es el indice de la dlttma restriccidn
no satisfecha de G

Buscar j € K, tal que: Buscar una variable elegible de la
fila I t.q.

i) s; = min s 1) tenga el coste reducido lo menor

keK,

posible

i) M;NnM* =0 11) no intervenga en ninguna res-

triccidn ya satisfecha de A
iii) |NF {7} #0,Vi € M; n (M \ M*)iiz) no eziste ninguan fila de A que no
se pueda satisfacer al elsminar j
y aplicar los tests légicos.
iv) |K; {7}| #0,Vs € L;n (K \ K*) No eziste ninguna fila de G que no
se pueda satisfacer al eliminar 7
y aplicar los tests légicos.
Si existe 5 entonces

Hacer z; +— 1 Atiadir j @ la solucién actual.
M* «— M*NM; Actualizar el conjunto de restricciones
K* +— K*NnK; satisfechas tanto en A como en G
R «— R {5} Actualizar el conjunto de variables
elegibles
N «— N: {j},Vie M; Actualizar el conjunto de variables
K; «— K; {j},Vs€ K; elegibles que tntervienen en
cade fila.
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en otro caso

si £ = r entonces El conjunto de varsables elegibles
fin £ = cierto no permite salisfacer ns siquiera
en otro caso la dltima restriccién de G
que 3¢ ha generado.
Sea 7* el indice de la dltima
variable fijada a 1
Hacer z7 «— 0 Eliminar de la solucidn actual de (SP)
la dltima variable fijada a 1.
M* «—— M* \ M; Actualizar el conjunto de restricciones
K* «—— K*\ K; satisfechas tanto en A como en G

Fin si
Fin si
8i K* = K o R = @ entonces finl=cierto

Fin mientras
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5. UNA CLASE DE ALGORITMOS HIBRIDOS PARA PRO-
BLEMAS DE (SP)

A continuacién presentamos un esquema algorftmico que recoge los proced-
imientos analizados en las secciones precedentes para la resolucién de (SP).
Este esquema se enmarca en la tendencia actual de disefio algorftmico para
problemas con estructura combinatoria que apunta la utilizacién de algorit-
mos hibridos. Este tipo de algoritmos es el que ofrece mds garantfas de éxito
al combinar distintos métodos, potenciando asf las cualidades individuales de
cada uno de ellos.

Los procedimientos que utilizamos son heurfsticas, desigualdades vélidas y
relajaciones lagrangianas. Cada uno de ellos resulta en sf mismo de interés ya
que parcialmente contribuye a la resolucién del problema. Ahora bien, cada
método presenta asimismo algin inconveniente que deseamos superar: cémo
mejorar la calidad de una solucién obtenida para una heurfstica, cémo utilizar
la informacién proporcionada por una desigualdad vélida o cé6mo conocer cual
es la calidad de la cota inferior si no se dispone de una cota superior para
compararla.

Evidentemente, para poder mejorar la calidad de una solucién primal
obtenida mediante una heurfstica resulta fundamental disponer de un proce-
dimiento que reduzca el espacio de bisqueda de soluciones posibles; de ahi el
interés en un procedimiento de generacién de planos secantes que pueda combi-
narse con la heuristica. Reciprocamente para obtener un mejor rendimiento de
la informacién proporcionada por un plano secante resulta bisico disponer de
algin procedimiento heuristico que proporcione nuevas soluciones en el espacio
de blisqueda m4ds restringido que define la desigualdad. Por lo tanto, ser4 nece-
sario combinar el procedimiento de generacién de cortes con una heuristica que
proporcione soluciones posibles para el problema resultante. Ademds, la mejor
solucién obtenida combinando los métodos anteriores puede utilizarse como
punto de referencia para medir la calidad de las cotas inferiores obtenidas por
los métodos duales.

Un esquema algoritmico para resolver {SP) de este tipo elimina, ademis,
uno de los principales inconvenientes de los métodods cldsicos de generacién
de planos secantes a partir de soluciones fracccionales obtenidas de tablas de
Simplex: la utilizacidn de la relajacién lineal ordinaria que produce problemas
de generacién masica. Un esquema iterativo bésico es el siguiente:
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Mientras no fin Hacer
Sea (SPA;) el problema actual

Obtener una solucién posible (u,v) para el problema lineal
dual asociado a (SPAy).

Obtener una solucién primal z asociada a u para el problema (SPA;).
Aplicar test dfe eliminacién de variables

Generar una desigualdad vilida 7z >

Incorporar la desigualdad vilida (SPAg).

Fin mientras

El algoritmo anterior terminard cuando se demuestre que se ha encontrado
el 6ptimo de (SP) o bien cuando falle el procedimiento para encontrar una
solucién posible primal. Podremos asegurar que se ha resuelto el problema al
6ptimo cuando se elimine el gap de dualidad.

En la iteracién inicial, k = 0, el problema (SPA,) es un problema de mini-
mizacién de Set Partitioning puro. En las iteraciones posteriores, al incorporar
la desigualdad vilida del tipo 7z > 1, la estrucutra de (SPA) es la de los
problemas de minimizacién de Set Partitioning amplidados.

OBTENCION DE UN PAR DE SOLUCIONES POSIBLES PRIMAL Y DUAL

La obtencién de una solucién posible para el problema lineal dual (DAx) aso-
ciado a (SPAy) puede realizarse mediante dos tipos de procedimientos difer-
entes. Bien por procedimientos heurfsticos (la heuristica dual propuesta en
2 en la primera iteracién y la heurfstica dual propuesta en 4 en las poste-
riores), o bien mediante optimizacién subgradiente aplicada a una relajacién
lagrangiana. La utilizacién de métodos heurfsticos presenta la ventaja de que
computacionalmente resultan poco costosos, pero, sin embargo, la calidad de la
solucién dual obtenida no est4 garantizada. La utilizacién de optimizacién sub-
gradiente resulta mds costosa en tiempo de célculo, pero garantiza la calidad
de la solucién dual obtenida. Sin embargo, si la relajacién lagrangiana utilizada
tiene una estructura sencilla de resolver, el esfuerzo de célculo resulta sin lugar
a dudas rentable. La versién del algoritmo con la que se han realizado las expe-
riencias computacionales cuyos resultados expondremos posteriormente utiliza
relajacién lagrangiana en la primera iteracién y, posteriormente, en cualquier
iteracién inmediatamente posterior a haber mejorado la calidad de la cota su-
perior.
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En la primera iteracién se utiliza la relajacién lagrangiana ordinaria dada
por

(RL1u) néigcx + ufe — Az)
donde X = {z € R"/z; € {0,1},5 € N}.

En las iteraciones posteriores, teniendo en cuenta que el criterio para su uti-
lizacién es haber mejorado el valor de la mejor cota superior, mantendremos
como restriccicén explicita la dltima desigualdad generada antes de la obtencién
de la solucién posible primal que ha proporcionado la mejora; es decir utilizare-
mos la relajacién lagrangiana dada por:

(RL9u, v) néi£cz + u(em — Az) + v(ex — Gx)

x> 1

donde 7wz > 1 es la desigualdad que se acaba de mencionar y, comentiendo un
abuso de notacién, estamos suponiendo que la matriz G est4 formada por todas
las desigualdades obtenidas anteriormente a la misma asf como por la dltima
desigualdad v4lida generada inmediatamente después de haber mejorado la
cota superior.

Cabe resaltar que la estructura de las dos relajaciones lagrangianas que se
proponen resulta muy sencilla; las soluciones para (RLlu) son inmediatas y
para (RL9uv) se obtienen definiendo

Ji={jeN/x;j=1}y Jo, = {j € N/(c — uA — vG); < 0} y haciendo
Si J; N Jz # @ entonces
1, si(c—ud-vG); <0

Ty = - SiJinJ; =0
0, en otro caso

Sea j; tal que (¢ —u A — vG),;; = x;éi_n(c — uA — vG);. Entonces
Jen

1,81 (c—ud-vG); <0
;= 1,sij=p5n
0, en otro caso

El reducido esfuerzo computacional para resolver los problemas duales aso-
ciado a estas relajaciones lagrangianas hace que su utilizacién resulte rentable.

Una vez dispongamos de una solucién dual para (DPAy), se obtendr4 una
solucién posible primal para (SPAx) utilizando las heuristicas propuestas en
los apartados anteriores.
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TEST DE ELIMINACION DE VARIABLES Y OBTENCION DE DESIGUALDADES
VALIDAS.

Posteriormente el algoritmo aplica un test de eliminacién de variables y gen-
era una desigualdad vélida del tipo mz > 1. El test de eliminacién de variables
se deriva del caso particular que resulta del Corolario 1 en el apartado 3 cuando
la disyuncién obtenida consta de un tdnico término. Las desigualdades 7z > 1
se obtienen utilizando el procedimiento de generacién de cortes expuesto al final
del apartado 3 cuya validez para los problemas (SPA,) ha quedado probada.

En ambos casos, es necesario disponer de un par de soluciones posibles primal
y dual (z, (u,v)) tal que

6 ‘eé:( )s,- > Zgup — (ue,, +ver), siendo S(z)={je N/z; =1}y
5 ez
s=c— (ud — vG)

El teorema 2 proporciona la condicién necesaria para cumplir la condicién
anterior; ésta viene dada en términos de condiciones adicionales para el par
{z, (u,v)). En particular, si se cumple

(6) u(ey — Az) + v(ex — Gz) =0

entonces también se cumple la condicién (1).

Como ya se ha comentado anteriormente la condicién (6) siempre se cumple
en el caso de un problema (SP) puro (k = 0). No ocurre lo mismo en el
caso de un problema ampliado (SPAk) con k # 0, aunque puede lograrse (6)
modificando levemente la solucién dual que se tenga.

Efectivamente, sean (u,v) la solucién dual actual para (DAg) y 7 la solucién
primal asociada. Sean K = {1,...k} el conjunto de fndices de la matriz G y
K(z) = {1 € K/Gz > 1}. Teniendo en cuenta que

u(em — Az) + v(ex — Gz) = Z vy (ex — Gz)!
lek(z)

Si (6) no se cumple, haciendo 0 sucesivamente los componentes v\l € K(z),
como mdximo ser4 necesario hacer todas ellas O para conseguir que se satisfaga
esta condicién.

Por lo tanto dado un par de soluciones primal y dual respectivamente,
para obtener disyunciones y desigualdades vilidas serd necesario verificar si
se cumple la condicién (5). En caso que ésta no se cumpla, se irdn anulando
sucesivamente las componentes v;.l € K(z) hasta satisfacer la condicién (2).
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TESTS LOGICOS DE ELIMINACION

La eficiencia del esquema bésico algoritmico expuesto al principio de esta
seccién puede mejorarse incluyendo en €] los clésicos tests légicos de eliminacién
de variables para problemas (SP) [GaNe72,Sal75]. La utilizacién de estos pro-
cedimientos de reduccién en una fase previa a la resolucién de los problemas
puede incidir favorablemente en el desarrollo posterior del algoritmo y el es-
fuerzo computacional que requiere su utilizacién resulta reducido. Ello resulta
evidente, puesto que estos tests, al eliminar variables del problema fijdndolas a
0 6 1, pueden proporcionar nuevos problemas de dimensiones m4s reducidas en
los que la aplicacién de los procedimientos antes descritos resulta mds eficaz.

Asimismo, cuando el test de eliminacién de variables que se deriva de las
disyunciones a partir de cotas condicionales fije alguna de las variables a 0, la
aplicacién de estos tests légicos de eliminacién puede producir eliminaciones
adicionales que se deriven de la estructura del nuevo problema resultante.

6. RESULTADOS COMPUTACIONALES

Presentamos en este apartado los resultados computacionales obtenidos con
el algoritmo propuesto en el apartado anterior. Las pruebas se han realizado
en un VAX/VMS8600, sobre una baterfa de 56 problemas generados aleatori-
amente mediante un procedimiento similar al descrito en [FiKe86].

Hemos agrupado los problemas segin sus dimensiones en cinco grupos de
unos 10 problemas cada uno. Los 10 problemas del primer grupo tienen, apro-
ximadamente, 20 filas y 40 columnas, los 13 del segundo 20 filas y 60 columnas,
los 11 del tercero 40 filas y 90 columnas los 11 del cuarto 50 filas y 100 columnas
y los 10 del quinto 100 filas y 200 columnas. Las densidades de los problemas
son, en los dos primeros grupos, préximas al 11%; en el tercero algo inferiores al
6%, para los 8 primeros problemas, y superiores al 15%, para los cuatro dltimos;
en el cuarto y quinto grupo, aproximadamente, del 10% y 8%, respectiamente.

A continuacién, en las Tablas 1-5 ofrecemos datos referentes al compor-
tamiento del algoritmo bdsico. Hay que notar que dos de los problemas se
resolvieron éptimamente utilizando tnicamente los tests 18gicos y, por tanto,
no disponemos de datos referentes a las distintas componentes del algoritmo
para estos dos casos. Las dos primeras columnas indican el valor de la funcién
objetivo para la primera soucién dual obtenida, en el primer caso (Du) mediante
la heuristica dual y en el segundo (Subg), mediante aplicacién de optimizacién
subgradiente a la relajacién lagrangiana ordinaria (RLlu).

La influencia del procedimiento dual utilizado en la calidad de la solucién
primal obtenida se pone de manifiesto en las columnas 3-4. En ellas 2l y 22 in-
dican los valores de la funcién objetivo para la primera solucién primal obtenida
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por aplicacién de la heuristica, a partir de las soliuciones duales proporcionadas
por la heurfstica dual y optimizacién subgradiente respectivamente.

Ncort indica el niimero de desigualdades generadas antes de terminar el al-
goritmo, zsup y zinf los valores de la mejor cota superior e inferior, respec-
tivamente, al terminar el algoritmo y it — 2sup el niimero de desigualdades
generadas antes de obtener la solucién que ha proporcionado zsup.

Nelim indica el nimero de variables eliminadas (fijadas a 0) cuando las
disyunciones obtenidas constan de un dnico término y fparc indica el valor
de la funcién objetivo para las variables fijadas a 1 (si es que hay alguna) en la
aplicacién de los tests 18gicos subsiguiente a dicha eliminacién.

Los tiempos de cpu requeridos para la obtencién de las dos soluciones duales,
asf como para la cota superior 22 (los de z1 son totalmente anilogos ya que el
procedimiento utilizado es el mismo), aparecen en las tres primeras columnas
de las Tablas 6-10. En ellas, también se incluyen los tiempos (Corte) refer-
entes a la generacién de la primera desigualdad obtenida (los de las posteriores
son totalmente similares), asf como los requeridos (Heur2 y Heur2f) por la
heuristica primal para la obtencién de soluciones posibles para los problemas
ampliados (SPA), tanto para el problema obtenido después de incorporar al
problema original la primera desigualdad generada, como en la dltima itera-
cién del algoritmo, en la que dicho procedimiento ha fallado determinando, por
tanto, la terminacién del mismo.

Como puede apreciarse por los resultados expuestos, la calidad de la solucién
dual obtenida mediante la aplicacién de optimizacién subgradiente a los proble-
mas duales asociados a la relajacién lagrangiana es, sin lugar a dudas, mucho
mejor que la obtenida mediante la heurfstica. Ademd4s, de forma algo sor-
prendente, el esfuerzo computacional requerido por el procedimiento heurfstico
resulta, en bastantes ocasiones, ligeramente superior al de la utilizacién de op-
timizacién subgradiente. La explicacién a este hecho puede venir dada por la
complejidad del procedimiento de mejora incluido en la heuristica dual frente
a la sencillez en la estructura de la relajacién lagrangiana. En cualquier caso,
tanto por la calidad de los resultados obtenidos como por el tiempo computa-
cional requerido, es indudable que la utilizacién de los procedimientos de tipo
subgradiente sugeridos resulta mucho m4s beneficiosa.

Puede también apreciarse que la calidad de la solucién primal obtenida de-
pende en gran medida de la solucién dual a partir de la cual se construye. En
particular, la solucién obtenida después de utilizar los procedimientos de tipo
subgradiente es a menudo sensiblemente mejor, y sélamente en 7 casos es lige-
ramente peor, que la que se obtiene después de haber utilizado las heurfsticas.
Estos resultados ratifican la importancia de utilizar un procedimiento dual que
proporcione soluciones de la mejor calidad posible para la obtencién de las
mejores soluciones en las heuristicas primales.
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TABLA 1

Subg{ z1 z2 |ncort | zsup | zinf fit-zsup |n-elim
pl | 254.05[339.57|360* | 360 | O |360*| 355 0 20 360*
p2 | 276 202% 1 292% | 292%| O | 292%| 292% O 20 202*
p3 --- --- - | - el B --- --- ---
p4 | 215 {324.37| 478 [392 3 1334 325 2 1 5+1+11
p5 | 118.70(143.09| 274 | 163 0 |163 144 0 22
p6 | 142.31254.70| 584 {584 3 1530 273 2 0
p7 87* 87* | 87* | 87* 0 87 | 87 0 0
p8 | 146.75 235* 233* 233+ 0 | 233%f 233¥ 0 34 233%
p9 | 128.50(199* | 283 [199* 0 | 199%] 1994 0 32 199*
pl0 | 117.66)217.41] 387 | 387 2 252 [227.84] 1 12
TABLA IT

Du subg | zl z2 | ncort{ zsufd zinf ft-zsug n-elim | fparc
pll | 133.33] 221*]| 546 221* O 221 221* | 0 7
pl2 | 169.00|206.95]| 382 | 303 2 216] 208.71] 1 1430
pi3 | 213.22 281.08] 448 | 380 6 319 28156 5 | 3+5+16
pld | 153.66 166* | 168 | 166%| 0 166% 166* | 0 43 166*
p15 | 103.42 140.78] 329 | 153 1 153] 141.09} © 27
pl6 | 19633 217.24f 340 | 312 | 20 | 272} 221.52| 14 | 1+4+1+4
pl7 | 101.00 148* | 389 | 148*} O 1481 1481 0 17 148
pl8 65.89 122.8:] 146 | 146 1 146| 122.98| 0 29
p19 136.64 226.45] 305 | 292 3 2621 226.45] 2 14+5+9
p20 95.0q 174.49] 289 | 252 6 2137 178.67| 3 | 2+1443+
p21 | 213.33 311.10] 499 | 492 8 3121 311.87) 7 7+7
p22 | 214.27 284.70¢ 389 | 361 3 305 285.63] 2 ]2+16+10
p23 | 116.17 153.01] 164 | 283 2 1641 153.18| 1 6+31
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TABLA II

Du |Subg | z1| 22 { ncort| zsup| zinf [it-zsup| nelim [fparc
p24 |304.73 |417.32 |675 | 557 5 421* | 421* 4 1451 [421*
p25 | 395.74 | 466* |854 | 466* | O 466* | 466* 0 27 466*
p26 | 287.29 1639.14 J1015 | 892 4 655 1639.87| 3 [14+1+17
p27 | 391.50 ] 495*% 921 | 495%| © 495*| 495* 0 22 495*
p28 | 325.77 147250 | 637 561 4 538 1479.591 2 |5+2+3+2
P29 | 332.00 37-8* 6431 378%( 0O 378* 378* 0 20 378%*
p30 | 229.00 {243.46 {776 | 291 1 291 | 24344 0 2
p31 | 344.21587.18 | 931 | 934 3 702 | 602.38) 1 44343
p32 | 53.46|148.61|174 | 297 2 174 | 151.88| 1 35
p33 | 71.951 133* | 1334 133* 0 133%| 133* 0 87  |133*
p34 | 39.96{134.48]227| 227 | 3 188 [14037| 2 5+12
p35 | 77.38)159.39|181 | 277 2 181 ]165.21 1 44

TABLA IV

Du Subg | zl z2 | ncort| zsup | zinf |it-zsup| nelim | fparc
p36 | 208.27) 549.29|570* 570%| 1 | 570%}549.29 © 52 570*
p37 | 226.61] 478* 478* 478% 0 | 478*| 478*] O 89 468*
p38 .- . -
P39 | 179.23]1399.141477 | 718 2 | 477 140348 1 8
p40 | 100.81]268.28|485 | 332 21332127354 O | 10+1
p4l | 209.43}294.15} 674 51 4 1 388 129944 2 5
p42 87.05]190.77| 331 | 318 41 250 1198.03 2 114944
p43 | 156.02]296.331443 | 429 6| 368 130444 3 |7+1+1
p44 | 164.261293.391423 | 313 1} 313)29339 0 38
p45 | 133.29]235.96]|570 ] 273 1] 273 ]23829 © 26
p46 | 223.44]393.251662 | 423 11423 39329 O 29
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TABLA V

Du Subgf 1zl z2 | ncort| zsup| zinf |[it-zsup| nelim { fparc
p47 1187.76 |397.29 631} 614 2 521 | 413.13] 1 2
p48 | 208.02 |434.45] 658 | 599 9 582 | 448.82) 3 2
p49 1171.97 §1329* | 660 | 329%| O 329*} 329 0 |97 329*
p50 | 224.29 |432.24] 658 | 613 9 486 | 441921 8 21
p51 | 172.08 |460.49| 811 | 566 2 566 | 473321 0 | 3+1
p52 {239.79 |431.51| 763 | 664 | 12 584 | 445.89] 7
p53 | 205.66 |409.30] 547 | 707 7 516 | 424.86] 2 | 5+3+1
p54 | 209.36 [379.11] 480 | €691 ] 4 480 } 418.84] 3 17+7
pS5 |116.22 [333.66] 648 | 421 | 2 421 | 347.021 O 10+6
p56 |143.57 |404.39} 670 | 5451 3 441 |} 412.44] 3 | 1+145]

TABLA VII
Du Subg. |Heurl {|Corte |Heur2 | Heur2f

pll |0:00.810:00.43 |0:00.11 | --- --- ---

pi2 |0:00.52)0:00.44 | 0:00.19 | <0:00.01f 0:00.54 | 0:00.18

p13 |} 0:00.10]0:00.61 | 0:00.08 |<0:00.01] 0:03.99 |0:01.57

pl4 10:00.03 [0:00.12 | --- --- - ---

pl5 ]0:00.03] 0:00.55 | 0:00.70 |<0:00.01| 0:00.2% 10:00.29

pl6 |0:01.10] 0:00.53 | 0:00.06 | 0:00.01 {0:01.37 {0:07.66

p17 10:00.08 } 0:06.01 {0:00.02 | --- --- ---

pl8 |0:00.25|0:00.20 |0:00.02 |<0:00.01{ --- -

p19 10:00.27] 0:00.18 |<0:00.01{<0:00.01 {0:00.57 ]0:00.24

p20 ]0:00.12] 0:00.16 | 0:00.05 |<0:00.01 [0:00.21 |0:00.43

p21 }0:00.11]0:00.20 | 0:00.08 { 0:00.01 10:01.92 |0:01.73

p22 | 0:00.16} 0:00.19 | 0:00.03 0:00.01 [0:00.40 |0:00.07

p23 10:00.19] 0:00.25 | 0:00.04 [<0:00.01]0:00.31 | 0.00.05
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TABLA VI
Du Subg. | Heurl | Corte [Heur? | Heur2f
pl 0:00.43 [0:00.19 | 0:00.02 -
p2 0:00.08 10:00.15 | 0:00.02
p3 - --
p4 0:00.08 | 0:00.28 | 0:00.04 | 0:00.01 | 0:00.59 | 0:00.15
p5 0:00.32 }0:00.01 | 0:00.01 - ---
p6 0:00.01 1 0:00.15] 0:00.06 § <0:00.01} 0:01.02 { 0:00.06
p7 [ <0:00.01]0:00.01} 0:00.01| --- -
p8 0:00.0210:00.17 | 0:0003 | --- ---
p9 0:00.0110:00.07| 0:00.02 | --- -
p10 | 0:00.14]/0:00.15] 0:00.07 | <0:00.01{ 0:00.16 | 0:00.11
TABLA VIII
Du Subg.| Heurl| Corte | Heur2 | Heur2f
p24 | 0:01.5( 0:00.28] 0:00.12] <0:00.01 0:00.45] 0:03.65
p25 | 0:01.48] 0:00.27| 0:00.18 | ---
p26 | 0:00.11] 0:01.35] 0:09.06] 0:00.01] 0:01.91 0.04.41
p27 | 0:00.66( 0:01.74] 0:00.11| <0:00.01 0:00.02} 0:00.02
p28 | 0:02.08] 0:00.69| 0:00.38| 0:00.01} 0:00.87| 0:09.44
p29 | 0:00.45| 0:01.32] 0:00.06] ---
p30 | 0:00.09] 0:00.16| 0:00.05 | <0:00.01f --- -
p31 | 0:03.48] 0:01.97] 0:11.81] 0:00.01} 0:02.56| 1:53.78
p32 | 0:00.42} 0:00.94| 0:00.04| 0:00.01] 0:00.94| 0:00.39
p33 | 0:00.19] 0:02.03| 0:00.03| --- -e- ---
p34 | 0:00.10] 0:00.94} 0:00.03| 0:00.01] 0:00.81| 0:00.87
p35 | 0:00.87} 0:00.97] 0:00.14} <0:00.01 0:02.12| 0:00.42
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TABLA IX

Du Subg. |Heurl |{Corte |Heur2 |Heur2f

p36 | 0:00.39 0:00:99] 0:00.05] 0:00.01} 0:00.54| 0:00.54]
p37 | 0:00.80{ 0:01.39] 0:00.03} --- --- ---

p38 --- --- --- - ---

p39 | 0:00.55) 0:00.74] 0:01.50| 0:00.01} 0:42.84| 0:05.63
p40 | 0:00.80] 0:02.13| 0:02.18} 0:00.01] 0:32.16| 0:02.42
p41 | 0:00.45 0:00.97} 0:00.05] <0:00.01 0:16.84| 0:01.77
p42 | 0:00.33 0:00.95) 0:00.11] <0:00.0] 0:13.45] 0:08.67
p43 | 0:00.44 0:02.29] 0:00.44| 0:00.02| 0:08.53| 0:12.60
p44 | 0:06.27 0:00.96 0:00.17] <0:00.0] 0:03.29] 0:03.29
p45 | 0:00.19 0:00.94| 0:00.07) <0:00.0] 0:03.46] 0:03.44
p46 | 0:00.64 0:03.30| 0:00.35| 0:00.02| 0:26.34| 0:26.34

TABLA X
Du Subg. [Heurl [Corte |Heur2 {[Heur2f

p47  ]0:20.84 | 0:04.90 [0:00.98 [0:00.02 [2:24.27 | 1:58.44
p48 0:28.50|0:11.13 |0:00.64 [0:00.04 ]9.29.51 | 4:34.87
p49 ]0:43.05]0:18.38 10:08.37 [0:00.06 [17:43.53] 1:56.17
p50  [0:02.02 | 0:04.63 [0:02.03 [0:00.01 ] 1:44.48]2:18.76
p51 |0:38.25(0:10.53 P:01.66 10:00.03 [10:53.57} 0:08.52
p52 ]0:06.48 | 0:11.06 P:11.01 [0:00.04 |5:04.88 | 1:09.83
p53  ]0:05.50 §0:10.75 10:09.17 [0:00.03 {5:36.27 | 5:40.69
p54 0:04.72 |0:07.23 |0:00.26 | --- --- —---

p55 |0:12.45]0:04.15 | 0:08.39 |0:00.02 | 6:28.93 |15.16.95
p56 11:07.76 | 0!16.20 1 0:13.02 }0:00.05 18:45.63 |12:32.04
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La heurfstica que obtiene soluciones posibles primales para los problemas
ampliados, ha requerido, como puede observarse, un esfuerzo computacional
que en algunos problemas, sobre todo en los de dimensiones grandes, puede
resultar excesivo. Sin embargo, de forma algo inesperada, el tiempo requerido
para su aplicacién parece disminuir a medida que se incorpora un mayor niimero
de desigualdades a los problemas. Ello puede, tal vez, explicarse por el hecho
de que a medida que se generan desigualdades, éstas resultan cada vez mis
potentes (menor nimero de variables que intervienen en las mismas). Por ese
motivo, la capacidad de eleccién de dicho procedimiento resulta mucho mis
limitada, terminando, en general, de forma m4s ripida.

Hay que resaltar que, para intentar obtener un procedimiento que computa-
cionalmente resulte mds rentable, se han implementado versiones diferentes
de esta heuristica primal menos exigentes en la obtencién de la solucién del
subproblema de Set Covering contenido en el problema ampliado, pero estos
procedimientos han proporcionado un niéimero altfsimo de fallos al intentar
completar dichas subsoluciones en soluciones posibles el problema ampliado.
En este sentido, consideramos que el procedimiento utilizado resulta véalido en
la medida que permite obtener solucines posibles de una buena calidad para
los problemas ampliados. Sobre todo y, teniendo en cuenta que, en casi todos
los casos, la mejor solucién encontrada ha sido mediante este procedimiento.
Ademds, este procedimiento es el que ha permitido plasmar de forma satisfacto-
ria la informacién contenida en las desigualdades vélidas que se han generado.

Con respecto a las desigualdades vélidas obtenidas, los resultados presenta-
dos confirman el buen rendimiento de las mismas. En primer lugar, en casi
todos los problemas, después de un nimero reducido de desigualdades, se ha
mejorado la calidad de la solucién posible inicial

Es importante seiialar también, que estas desigualdades han permitido mejo-
rar la calidad de las cotas inferiores obtenidas. Como se desprende de las
Tablas VI-X, la cota inferior que se tiene en la terminacién del algortimo es,
prdcticamente en todos los casos, mejor que la obtenida en la primera iteracién
del mismso, cuando todavfa no se habfa generado ninguna de estas desigual-
dades. Desgraciadamente, dichas mejoras no han resultado todo lo satisfacto-
rias que se esperaba, siendo éste, en nuestra opinién, el mayor inconveniente
del algoritmo que se ha utilizado.

Ademds, en muchas ocasiones ha sido posible eliminar variables de los mis-
mos, con lo que los problemas obtenidos han resultado mucho m4s sencillos de
resolver, tanto para obtener buenas soluciones primales, como para acercarse a
la terminacién del algoritmo. Hay que resaltar que, en la mayorfa de los pro-
blemas en los que se han eliminado muchas variables, la aplicacién posterior
de los tests de eliminacién ha proporcionado, directamente, la solucién éptima.
En otros problemas, en los que lo anterior no ha ocurrido, el gap final, entre la
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mejor solucién primal y la mejor solucién dual, es mé4s pequefio que en los
problemas en los que no se han eliminado tantas variables.

En definitiva, consideramos que el rendimiento del procedimiento de ob-
tenci6én de desigualdades vilidas es altamente eficiente, tanto por los resultados
que se derivan de su utilizacién, como por el excelente tiempo computacional
que requiere su utilizacién.

7. CONCLUSIONES

Como comentario final al trabajo que hemos realizado hay que sefialar que
consideramos que el comportamiento del algoritmo b4sico utilizado resulta sa-
tisfactorio. Se ha podido probar la eficacia tanto de las heuristicas primales,
como de las desigualdades vilidas que se han utilizado. Estas desigualdades
han permitido, en pocas iteraciones, obtener mejoras importantes en la calidad
de las soluciones posibles primales. Ademd4s, la incorporacién de todas las
desigualdades obtenidas permite, en general, mejorar de forma apreciable la
calidad de la cota inferior obtenida.

La utilizacién de la relajacién lagrangiana ha permitido de forma casi sis-
temdtica la calidad de las cotas inferiores obtenidas por las heuristicas duales.
Pensamos, sin embargo, que es necesario estudiar procedimientos que permi-
tan mejorar la calidad de dichas cotas, puesto que, en definitiva son las que
permiten evaluar la calidad de las cotas superiores e identificar las soluciones
6ptimas. En este sentido consideramos que el estudio de los métodos de refuerzo
dual puede proporcionar una herramienta que permita obtener un rendimiento
completamente satisfactorio de un esquema algoritmico propuesto.
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