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RESUMEN

El presente trabajo es un extracto de la Tesis Doctoral "Andlisis de un transformador con propiedades
paramétricas”, presentada por el autor en la E.T.S5.E.I.8.

El transformador paramétrico es un convertidor estédtico de potencis que emplea el principioc de excita
cidn paramétrica. La transferencia de energfa entre el circuito de entrada y el de salida no se reali
za mediante acoplamiento magnético, sino a través del bombeo de la reluctancia del nticleo secundario
por el flujo primario.

Una serie de hipdtesis simplificativas permite obtener une sencilla relacidn entre flujos y f.m.ms.
de los dos ndicleos del transformador; la ecuacidn del circuito secundario es establecida a partir de
esta relacidn, obteniendose una ecuacidn diferencial no lineal con coeficientes periddicos. Las condi
ciones de excitacidn, funcionando el transformador en vacio y con carga resistiva, son halladas a par
tir del cdélculo eproximado de los exponentes caracteristicos de la ecuacidn linealizada del secunda -
rio. Entre las propiedades mds importantes gue se deducen del estudio del transformador paramétrico
estan las de autoproteccidn y la de conversidn de frecuencia.

Un prototipo experimental he sido construido pares comparar los resultados obtenidos tedricamente y
los obtenidos empiricamente.

SUMMARY

The present work is an ebstract from the Doctoral Thesis vandlisis de un transformador con propieda -
des paramétricas" presented by the author in the E.T.5.E.I.8B. 3

The parametric transformer is a power static converter that uses the principle of parametric excita -
tion. The energy transfer between the input and output circuits is not realized by means of magnetic
coupling but through the pomping of the secondary core reluctance by the primary flow.

A series of simplifying hypothesis allow to obtain a simple relation between flows and m.m.f. of the
two transformer cores, the secondary circuit equation is established from this relation and a non -
lineal differential eguation with periodic coefficients is obtained. The excitation conditions, wor -
king under no.- load conditions and with resistive load, are obtained from the approximate calcula -
tion of the characteristic exponents of the secondary linealized equation. Among the most important
properties deduced from the study of the parametric transformer are the ones concerning to autoprotec
tion and freguency conversion.

An experimental prototype has been built to compare the theoretical results with the ones experimen -
tally obtained.

o Cétedra de Electrotecnia de la E.T.S.E.I.B./ Universidad Politécnica de Barcelona.
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1.- INTRODUCCION

El término paramétrico se utiliza para designar a aquellos sistemas o dispositivos con algin pardme-
tro variable periddicamente. Uno de los ejemplos mas conocidos es el circuito formado por una bobina
y un condensador cuya capacidad varia periddicamente a una frecuencia doble de la frecuencia natural
del circuito; bajo ciertas condiciones se pueden mantener las oscilacionss en el circuito, siendo a-

portada la energia necesaria moediante el bombeo de la capacidad del condensador.

El principio de excitacidn paramétrica ha sico muy empleado en el campo de las telecomunicaciones,

ver (1),(2), tanto en el rango de radio - frecuencias como en el de microondas. A frecuencia indus -
trial ha sido practicameste nula la aplicacidn de dispositivos basados en el principio de excitacidn
paramétrica. Uno de estos dispositivos es el transformador paramétrico, que fue inventado en la Wan-
less Electric Co. y presentado en la Wescon - 68, siendo comercializado con el nombre de PARAFORMER,

ver (3).

El transformador paramétrico estd formado por dos nidcleos en C de material ferromagnético girados en
tre si 9092, cada uno con su correspondiente bobina, ver figura 2.1. El circuito magnético de cada bo
bina es completado con el nicleo de la otra bobina, siendo el acoplemiento magnético entre circuitos

muy débil o nulo.

Los primeros trabajos tedricos sobre este dispositivo datan de 1972, ver (4),(5); en ellos se analiza
el funcionamiento del transformador suponiendo que la inductancia del lado secundario varia periédicg
mente, siendo bombeada por el flujo primaric. La inductancis variable Jjunto con un condensador coloca
do en bornes del secundario puede provocar resonancia paramétrica si la frecuencia de variacidn es el
doble de la frecuencia natural qel circuito secundario. Sin embargo, en ninguno de estos trabejos se
precisa cuantitativemente la ley de veriacidn de la inductancia secundaria; seré posteriormente, ver
(6),(7), cuando se estudie el mecanismo de variacidn, obteniendose una sencilla relacidn entre flu -

jos y f.m.ms. de los dos ndcleos del transformador.

La falta de un método adecuado ha obligsdo a estudiar modelaos muy sencillos y aproximar la caracterig
tica magnética de los ndcleos del transformador con polinomios de tercer grado; el método propuesto
en este trabajo permitiréd estudiar las condiciones de excitacidn paramétrica ajustando la caracteris-

tica magnética con un polinomio de cualquier grado, con lo cual el andlisis se hace més preciso.

El transformador paramétrico presenta un comportamiento neculiar y muy diferente del cue presenta un
transformador normal; entre sus propiedades més sobresalientes se puede sefialar su autoproteccidn

frente & sobrecargas y cortocircuitos y la posibilidad de asctuar como convertidor de frecuencia.

2.—- CARACTERISTICA NAGNETICA

Ls configuracidn de un transformador paramétrico da lugar a una estructura magnética con cuatro zonas
comunes a los dos nicleos, ver figura 2.2; la interaccidn entre los dos campos magnéticos en estas
zonas serd decisiva en su funcionamiento. La ceracteristica magnética de cualquiera de los nidcleos de
penderd del estado de magnetizacidn del otro ndcleo; debido al caracter no lineal de los circuitos
con nicleo ferromagnético y la complejidad que comporta su andlisis, se introducirdn una serie de ide

alizaciones en su caracteristica magnética.
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Circuito secundario /
" %

N2- espiras o <

L/ ¥ Circuito primario Y= T P Z
4 N1 espiras . =
Figura 2.1 El transformador paramétrico. Figura 2.2 Zonas comunes de interaccidn

entre los dos nicleos.

Las hipdtesis empleszdas son las siguientes:

1) E1 flujo que circula en cualquiera de los nidcleos depende de la f.m.m. de las cos bobinas, se tie-

nen, por tanto, las siguientes relaciones

¢

k- ¢1(F1’F2)
sl
@

2 ¢2(F1’F2)

siendo ¢1,¢2 los flujos primario y secundario, respectivamente, y F ,F? las corresponcdientes f.m.

il

ms.

2) Se supone nula la histéresis del material ferromesgnético; asi, por tanto, Fl y F? guedan univoca —

mente definidas en funcidn de “’1 y ¢2

E
i

i

F,(2,.9,)
zig)
F,=F,(9,.8))

3) E1 acoplamiento magnétice entre bobinas es nulo; introduciendo esta condicidn en (2.1) se tiene
= = = (2.3
#,(0,F) = @#,(F,0) =0 (2.3)

4) Siendo ambos nicleos simétricos y geométricemente igusles, la influencia entre bobinas sera reci -

proca, dando lugar a las siguientes relaciones

28, _ o>
oF

aFl
(2.4)
ot _ 282
b
oF £y

=

Derivando la primera igualdad respecto a F1 y la segunda respecto a sy se tiene
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28 _ 2% . 2t

aF 2 aFle2

il

obteniendose la siguiente ecuacidn en

2 2
Q_gl . é_gl =0
aF12 aFn2

BFZ

2

derivadas parciales de segundo orden

similar a la ecuacidn de ondas unidimensional y cuya solucidn general tendrd la siguiente expresidn,

ver (8),
¢1 = xl(F1 + F2) +

siendo X

15
F_ y la segunda respecto a F

2 1
2 2
é_gg # é_gg =0
bFl 5F2

Xlrs -~ €) (2.5)

y X2 funciones dos veces derivables. §i se deriva la primera igualdad de (2.4) respecto a

se llega & la ecuacidn

cuya solucidn general tiene la forma siguiente

g = YI(F1 4 FZ) %

2
Haciendo

=F._ 4+ F
% 1 2

y aplicando (2.4) a las soluciones (2.

vz(F1 - F2) (2.6)

VeE, = F,

5) y (2.6) se obtienen las ecuaciones en derivadas totales

et .Ti.08
U Tav Tau Cav
s R
a0 Tav Td T av

Puesto gue Xl' Reww Vs Y2 son funciones cualesguiera, con las caracteristicas sefialadas, se deduce

2 1
que

y, por tanto, quedard

= %
¢1 xl(r:1 + F2)

%

Si se sustituye la condicidn (2.3) en
Xl(Fz) 4 xz(- F2) =

De la segunda expresidn se deduce que

resultado, se deduce que X(F) = = X(-

= Xl(Fl + F2) -

o 2.7
X, = - Y, (2.7)
X e
2(F1 FZ)
(2.8)
X2(F1 - F2)
(2.8) se obtiene
0 xl(rl) - x2(F1) =0
Xla X2-3 X, mientras que de la primera, aplicando este dltimo

F), para todo valor de F. Asi, por tanto, las dos funciones, X1

y X_, son una misma funcidn de caracter impar, con lo cual (2.8) queda en la siguiente forma

2
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= X(F )

[} + F2) % x(F1 - F

1 1 2

(2.9)

)

B = x(F, + Fz) - X(Fl -F

1 2

2
Haciendo F, = 0 se tiene ¢2 = 0, segin (2.3), y ademés

wl = 2X(Fl)

Asf, pues, 2X serd la caracterfstica magnética de un ndcleo, cuando su circuito magnético se cierra
con el otro ndcleo y en este no existe f.m.m. La expresidn del flujo en los dos nidcleos gueda defini-

tivamente en la siguiente forma

i
iy 1 i
5 [w(Fl +F, )+ BF, Fz)]
5 (2.10)
=i & = =
8, = 3 [0(F, + 7)) - 0(F, )]
anotando por w(F) la caracteristica magnética de un ndcleo cualguiera.
Efectuando el mismo andlisis para las f.m.ms. se obtendrd
L= |Fle +8) +F(B, - 0)
il 2 3 2 1 &
3 (2t )
= 3 & =
Fo= 3 [Fo + 0 - Rl - 0]

siendo F(ﬂ) la caracteristice magnética de un nicleo y expresa la f.m.m. en funcidn del flujo.

El estudio se completard con un endlisis cualitativo gue permita preveer la forma que tendran las cur
vas de megnetizacidn de un nidcleo cualguiera. Supongase cue la f.m.m. del circuito primarioc es nula,
F. = 0, mientras que existe una f.m.m. secundaria, F2; esta Ultima dard lugar a un flujo ¢? cuya evo-

1
lucidn seguird una curva caracteristica, la curva 1 de la figura 250

g, p
o
=
N
= £ D
F1
8]
F1>
= F
2 F. = F F
1 14
F1 + F2
Figura 2.3 Efecto de la f.m.m. primaria Figura 2.4 Curva de magnetizacidn. Deter
sobre el flujo secunderio. minacidén del flujo secundario

en funcidn de las dos f.m.ms.
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51 circula corriente por el circuito primario, el flujo ¢2 dependerd tambien de Fl; supongase que F1
corresponde a un elevado grado de saturacidn, la evolucidn de ¢2, conforme aumente F2 y manteniendo
constante Fl’ serd siguiendo la curva 2 de la figura 2.3, segun se desprende de (2.10) y de la figura
2.4. E1 aumento de ¢2 se efectusrd sobre una recta paralela a la de saturacidn hasta un determinado

1
mento serd més pronunciado, cuando F

punto, cuando F_-— F2 entre en el codo de saturacidn, ver figura 2.4. A partir de este momento el au -

= F2 ambos flujos serdn iguales, punto D de la curva 2; si se

i
sigue aumentando F2, esta supera a Fl y finalmente el valor de ¢2 llega & ser el correspondiente a la
zona saturada de la curva original (con F. = 0).

3

Este proceso se puede repetir con otros valores de Fl; la curva de magnetizacidn de ¢2 serd similar y

se encontrard mds desplazada hacia la derecha, ver figura 2.3, cuanto mayor sea Fl' §i la f.m.m. pri-

maria no corresponde a zona saturada, la evolucidn de la curva de magnetizacidn serd diferente, comen
zando con una pendiente mayor que iré disminuyendo conforme aumente Fl’ hasta llegar a la pendiente
de la recta de saturacidn.

3.~ ECUACIONES DEL TRANSFORMADOR

Debido al débil acoplamiento que existe entre circuitos, la tensidn gue se originaré en bornes del se
cundario, alimentando el transformesdor por su lado primerio, serd muy pequefia; la aplicacidn de este
dispositivo serfa nula si no hubiera un medio de elevar esta tensidn. Al estudiar la caracteristica
magnética del circuito secundario se ha visto que la inductancia de su bobine en zona lineal es varia
ble en funcidn del flujo primsrio y esta variacidn serd periddica si lo es la tensidn de alimentacidn.
En primera aproximacidn se puede considerar el transformedor paramétrico como un dispositivo de bom -
beo que varia periddicemente la inductencia de su circuito secundario; este hecho se puede utilizar
para formar un circuito resonanfe colocando un condensador en bornes del secundario, ls resonancia
gue puede obtenerse en un circuito formado por un condensador y una bobina cuyas inductancia varia pe-—

riddicamente es conocida como resonancia paramétrica. Esta propieded seré znalizada en posteriores a-

partedos, a continuecidn se establecerén las ecuaciones de funcionamiento del transformador.

Considerese el transformador parsmétrico alimentado por su lado primario con una tensidn senoidal,

vl(t) = VE.VI cosw t, ver figura 3.1.

Figura 3.1 Transformador paramétrico
funcionando en vacio.
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Las ecuaciones del trarisformador serén

di d
2. diy 510
By B LW
de di
N 28 e =2 >
o @t platby -t Y, L
dv
i = i
s =8 R

7/

siendo Nl' N2 el nidmero de espiras de las bobinas del primaric y del secundaric

R Rz las respectivas resistencias

1’
Ldl’ Ld2 les inductancias de dispersidn

wl, Qz los flujos que circulan por los nidcleos primarioc y secundario, respectivemente.
La f.m.m. en cada circuito se puede expresar en funcidn del flujo que circula por cada nicleo, ver

(2.1
e T flapl’¢b) Mo by = fz(qh'qﬁ)

Si se sustituyen estas relaciones en (3.1) se obtiene un sistema de ecuaciones no lineales con incdg-

nitas q& y ¢E. Antes de realizar este paso se efectuard una aproximacidn que simplificard el andlisis.

Los flujos de dispersidn serdn, en general, pequefios en ambos circuitos; en el resto de este estudio

= Ld2 = D. Si,ademds, se desprecia la caida de temsidn en Rl, el

flujo primario se podrd aproximar segin la siguiente expresidn

se supondrén nulos, con lo cual L

\2v ~
el - (3.
wl(t) N,y senw, t ¢1 sena t (3.2)

de esta forma las ecuaciones del transformasdor guedan reducidas a las de su circuito secundario.

Sustituyendo la relacidn i2 = fZ/N2 en la ecuacidn del secundario y derivando respecto al tiempo se

obtiene
d2 R df 1
R R S T ' (3.3)
dt2 N 2dt c N 2 2
2 2.2

A pesar de gue la influencia cuantitetiva de la resistencia secundaria serd, generalmente, menor gue
la debida a Ld2 se seguird manteniendo el término en R, esto permitird comprobar en que forma influi

rd esta u otra resistencia conectada en serie en las condiciones de rescnancia paramétrica.

Segin (2.11), la f.m.m. f2 viene dada en funcidn de @E y q& por la expresidn

o3 [ +0) -Fo - 9))

Al suponer nula la histéresis, la curva de magnetizacidn, F(@), presentes simetria respecto al origen

y se puede aproximar mediante un polinomio impar

N
2941
.4
E: Koger # 28]

F(P) =k, B+ K, " T
{=0

Sustituyendo esta expresidn en la anterior se tiene

2941 2141

T2 ® % 2: Kogs1 [(4& +Q,) @, -4,)

N
2=0
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Teniendo en cuenta la expresidn del desarrollo de potencias de un binomio se tiene

N 2044 20+1
Zo kzw_l [ Z (2:+1)@§Q+1—ncp; . Z (ZQ l)( 1) (9?2"'1_” 2] z

n=0 a=0

z z 2u+1 2(2-n), 2nil
2941 2n+1 i 2

y sacando fuera el sumatorio en n se obtiene

-+
[}
Nt =

N

G IS R (5.5

e e
En esta Ultima ecuacidn se puede sustituir(pl(t) por su expresidn (3.2), con lo cual cuedard F2 en
funcidn de Vl(valor eficaz) 'y de(PZ. Observese gue en la expresidn de F2 solo aparecen potencias pa -
res de @l; cualouier potencia par de la funcidn seno se puede expresar en funcidn de armdnicos pares

en la siguiente forma

2n 1 .2n e m  2n
by e § = =
sen mlt = { ) = (-1) (n—m) cosZmuit
2 2 il
= E st cos2ma, t : (3.8)
® - 2n,2m m“ﬁ :

Sustituyendo (3.2) en (3.5) y teniendo en cuenta el desarrollo (3.6) se tiene

N N L-n
2841, 52(¢-n) m 2n4l
fg = Z { &Z k22-!-1 (2n+1) @1 [Z, (-1) bZ(Y_—n),Zm cosZmult]} (_92 &
) b m=
N (-1} b 2141 @2(2 o EPTCNE 2n+l
-y 3 g R cosenay | @
n=0 e

Permutando el orden de sumatorics en | y en m se tiene

2041, A2(2-n) ! 2n+l
5" Z{ Z ok [ Z 2941 ®2(2-n),2m (5na1) a1 ] e e } 4,
l.'m-m
Haciendo
. = Gl Eanbi® o (2.7)
2ntl,2m ?Q-l-l 2(2—n) 2m 2n-'-l g
anfm
(=Bl 2o ] (m = 0y...,N=-n)
se obtiene
N N-n Sl
n
2 ? 3,8
" Z W oner,0 Z Tt o CoRemy TF e
Nn=0 ms=4

relacidn gue expresa fg en funcidn de Qg, siendo los coeficientes f2n+l’2m,(m=0,...,N-n), funcidn de

la amplitud del flujo primario, ﬁl, y, por tanto, de la tensidn eficaz de entrada,rvl.

De (3.8) se deduce

of - e on dd)
= . ) [2n + 1 e
at - } [ (Fons1,0 * 2 T e TS B0 3 NG o
n=0 m=i
= 2n+l
= E t 3.9
2mm1 2n4l,2m sen?mo q)z ( )
ms=i

Sustituyendo (3.8) y (3.9) en la ecuacidn (3.3) se obtiene finalmente
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N-n

2 N

d @2 4 EZ 4 g 8 en ddé 1

=S Z Fosaa i Fons1,om CO92ne ) (20 +1) @5 | 52 4
n=0

2 wad
N N-n
fo cos2mwt  2mwRosenZmoy t 2n+l
1 22n4l.0 4 LA I A 2l »
Z [ SoN 8 Z f2n-!-1,2m ( c N 2 N 2 ) QZ v (2.10)
P, o s 29 2

ecuacidn diferencial no lineal de seguncdo orden con coeficientes periddicos y cuye incdgnita es Q;.

El estudio de esta ecuacidn es extremadamente complejo (0 impasible), sin embargo para establecer las
condiciones de resonancia o excitacidn, bajo las cuales la tensidn del secundario se eleve, no es ne-
cesario el estudio directo de la ecuacidn. En efecto, el estudio de las condiciones de inestsbilidad

de la solucidn cero (solucidn de la ecuacidn (3.10) correspondiente & un circuito inicielmente relsja
do) se puede realizar linealizando la ecuacidn alrededor de la solucidn cero y estudiando las condi -

ciones de inestabilidad de la ecuacidn lineal resultente, tal como se verda a continuacidn.

4.- LINEALIZACION DE LA ECUACION DEL CIRCUITO SECUNDARIO

SEE(X: una solucidn de la ecuacidn (3.10)
R 1 (4.1)
2 2
con q& =0, (GEIE 0), solucidn cero, y % una perturbacidn de qg.

e . 3 . s i , :
Ya que Qz es solucidn del circuito secundario y(?ZE 0, la ecuacion (3.10) quedara, despreciando las

potencias de % superiores a la unidad, en la siguiente forma

2 (]
d“¢ R ds
oo 4 ZE- (¥ Z 2 Zmey £) —= &

5 5 (f1 0 Z b ) 3%
dt N2 m=i

. t  2mw A 2man t ~
L [flm_ 1 Z o (0052"“;1 _ 2muwy 952” LD (4.2)
y 2m 2
! N
CN, m=1 Ehy Z
ie = f i j=0, ¢ .. 2N = 1) se tendrd la ecuacidn
Haciendo gl,j l,j/ 1,0 (J ’ ) ) (91'0 ) e te a
ds R - ag
SHENAVEL LY x Z sl
B Lo = Z B e €Y
o 1’0 m=i
N
:, [ ""él"” + ;Z: e (cosgmu1t 3 2mw1225en2mw1t)} i g (4.2)
s 2m
S €N/ N /F
CQNZ/Fl,O et Mo/ 1,0 of 1,0

El cociente N22/F1 corresponde a la expresidn de la inductancia de una bobina de N2 espiras con ca-
y

racteristica lineal, siendo fl 0 la pendiente de su caracteristica magnética. Empleando la notacidn
9
5 2 N
e, = cos2muw. t
Log = F g, (¢) 91, 2m oy
x,0 m=1

la ecuacidn (4.3) quedard en la forma

7
d 1 R d
54 1ag(6) F 4 [ (4 sy (0) ¢ 15 Egl] gy o (4a.4)
dt 20 2 20 20
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gue es la ecuacidn de un circuito con parédmetros lineales y cuya inductancia varia periddicamente,

ver figura 4.1,

R
&
[~ Gt 1 1
I e (1 + gl(t))
2 20
L (%) s Figura 4.1 Modelo lineal equivalente.

Asi pues, las condiciones de excitacidn se establecerdn a través de un circuito equivalente linealiza
do, en el que el secundario del transformador viene representado por una inductancia variable periddi
camente, bombeada por el flujo primario (recuerdese gue 1/L2(t) es funcidn de @1) a una frecuencia do

ble de la frecuencia de la tensidn de excitacidn.

La ecuacidn (4.4) es una ecuacidn diferencial lineal de segundo orden con coeficientes periddicos;
tan solo en casos muy especizles es posible hallar una solucidn para este tipo de ecuaciones, por lo
gue serd imposible determinar las condiciones de inestabilidad mediante el cdlculo de su solucidn. En
el Apéndice A se incluye un resumen scbre las propiedades de la solucidn de un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes periddicos y se establece en que condiciones la solucidn serd
inestable. De lo expresado en dicho apéndice se deduce gue para establecer condiciones de inestabili-
dad no serd neceserio calcular la solucidn de (4.4), bastard con celcular los exponentes caracteristi

cos de la ecuacidn.

Existen varios métodos para el cdlculo de exponentes caracteristicos, para ls aplicacidn del método
seguido en este estudio serd necesaria una reordenacidn de la ecuscidn (4.4) y su expresidn en forma

vectorial.

Efectuando el cambio de variable C = wlt y anotando

Q = QLEZD factor de mérito de la inductancia media L20 a frecuencia de excitacidn
2
w - = ——}—— frecuencia natural del circuito con pardmetros constantes
o C_L
2720
2
a = (29)
i

se obtiene la ecuacidn

2
e 0re@NFr [aea@ez] -0 (4.5)

dl

A continuacidn se introducird el pardmetro £, La amplitud méxima de gl(Z) no podrd superar nunca la

unidad, pues ello equivaldria a valores de Lz(t) negstivos, pudiendo anotarse

N
(= 1, el 3 Gl(Z) = ZE: Gl,2m cos2mZ

m=q

= sB

g1,2m 1,2m
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siendo € un parametro de valor pequefio.
Por otra parte, el factor de mérito, @, serd, en general, de valor grande, pudiendo anotarse

3
== €D
g €

Finalmente, para obtener resonancia paramétrica, el cociente woﬂgl no puede estar muy alejado de un
nimero entero, ver (9), tomo II, por tanto, se anoctard

2 2
a=n +h=n 4+ €H (n numero entero y positivc)

De las anotaciones empleadas y de la expresidn de la ecuacidn (4.5) se deduce gue aparecerdn términos
2 c :
en £ y en £ ; manteniendo solo términos de primer orden y expresando la ecuacidn resultante en forma

vectorial se tiene el siguiente sistema

€ 0 1 0 0 5
gi - + £ [ (4.8)
4 ks o -(H + nzGl(Z)) -D <’

que se puede expresar en la siguiente forma abreviada

dx

- [C %€ B(Z)] x

con x = (5,5) y § = d¢/dt.

Para € = 0 gueda la ecuacidn

correspondiente a un circuifo resonante LC, con parémetrcs constantes y sin amortiguamiento. Las osci
laciones cue se obtuvieran en este circuito, a una frecuencia n, serian automantenidas; en el circui-
to resl, debida a la existencia de una resistencia, Rg, terminarian amortiguandose. Sin embargo, el

bombeo de la inductancia puede conseguir, bajo determinadas condiciones, que las oscilaciones no sean
amortiguadas sino crecientes, con una envolvente exponencial (ver Apéndice A); se dird, entonces, que

el circuito entra en resonancia paramétrica.

5,~ CONDICIONES DE EXCITACION PARAWETRICA EN VACIO

E1 método aplicado para el cdlculo de los exponentes ceracteristicos del sistema (4.6) ha sido extraf.
do de (9), tomo I; los principios del método se han incluido en el Apéndice B. Un desarrollo mds com-
pleto, asi como su aplicacidn al cdlculo de los exponentes de la ecuacidn (4.6) puede seguirse en
(10); en dicha referencia se considera el célculo de exponentes con una aproximacidén de primer y de

segundo orden, mientras que en este trabajo solo se considerard la aproximecidn de primer orden.
*

Segin se demuestra en (10), los exponentes caracteristicos de la ecuacidn (4.8), correspondiente al

funcionamiento en vacfo del transformador paramétrico con condensador de excitscidn, se pueden aproxi

mar mediante la siguiente expresidn

wy 8) = [- 52 %\/(nsl,z")2 - (&7 e (5.1)

La condicidn de resonancia es que el exponente caracteristico tenga parte real positiva, por tanto de

Quaderns d'enginyeria 4 (1983) 1 11



beré cumplirse que

D 1 2 2H . 2
5 < z\/(”Gl gl - Vg
(5.2)
2|H]
I8y gl 2 =
n

Teniendo en cuenta las anotaciones empleadas, la condicidn de excitacidn del transformador sera

RZ 2 I 2
i & (—mammeg =
|91,2n1> 2 (“Lzo) : (cﬁc : 1) (5.3)
220
siendo w = nui la frecuencia de resonancia del circuito secundario. Recuerdese que tanto los coefi -

cientes gl 20 como lea inductancia L20 dependen de la tensidn de entrada.
’
De la desigualdad (5.3) se pueden extraer las siguientes conclusiones:

a) El circuito secundario puede oscilar a una frecuencia n - miltiplo de la frecuencia de alimenta -
cidn, siempre gue se den las condiciones adecuadas; el transformador paramétrico puede actuar como
convertidor estdtico de frecuencia, para ello serd condicidn necesaria gue en la expresidn de

1/L2(t) exista un armdnico a frecuencia 2naﬁ, es decir gue g 4 0.
n

1.9

. > ; 2 .
b) Cuanto més se sleje el valor a de la resonancia central (a = n" ) mayor deberd ser el valor de

2
9; o, En el caso en que a = n", la desigualdad (5.3) gueda en la forma
9
F R
153 2nl > 2 s
2 L
i "“to0

de donde se puede establecer un valor limite para le resistencia del secundario
R.<lg nwilog (5.4)
2 I 1,2n|

Para un transformedor paramétrico determinado, el estudioc de las condiciones de excitscidn en vacio
se puede reducir a calcular el valor de la capacidad de los condensadores gue hacen entrar en resonan
cia el circuito secundario para une tensidn de entrada, Vl’ dada. Convirtiendo (5.3) en igualdad y

despe jando 02 se obtiene

s (5.5)
G n Bs 2
WLyl #\[(Fg2n)” - (G2)")

estableciendose de estea forma los valores limite de la capacidad del condensador gue puede excitar

un trensformador paramétrico.

6.~ CONDICIONES DE EXCITACION PARAMETRICA EN GARGA

Las condiciones de excitacidn establecidas anteriormente se verdn modificadas cuando se coloque en

bornes del secunderio una carga en paralelo con el condensador. Dadas sus caracteristicas, el trans-
formador peramétrico no puede trabajar con una carga cualgquiera; es importante, por tanto, conocer o
éstimar las condiciones bajo las que habré resonancia, cuando se la acople una determinade carga. En

este estudio solo se considera el caso de carga puramente resistiva.
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La figura 6.1 muestra el esguema de un transformador paramétrico funcionando con carga resistiva.

R

2

T
i
2
o, B e | .
02 — c Hc Figura 6,1 Transformador paramétrico
v2 con carga resistiva.

Las ecuaciones del circuito secundario serdén

dQ
- e E R
N, &t s gty
d
bk il el - (6.1)

2o

= S i
N ot St

Derivendo la primera ecuacidn y combinando las tres igualdades se obtiene

v

d(_?z 15 d@. R, df i R

e 2 I . TR o ey T RS- T L =

S RS Nz(l'H)Fz B (6.2)
2 el

El proceso a seguir serd el mismo que el utilizado en el estudio en vacio, despues de sustituir F2 y
dfz/dt por (3.8) y (3.9), respectivamente, se obtiene uns ecuacidn diferencial no lineal, la lineali-

zacidn alrededor de la solucidn cero da lugar a la siguiente ecuacidn

2

d R 1 ds : 2 R R d J

2% s [f (1 ag(e)) ﬁ‘a’] s [C“E' (1sg ()1 +52) +f2-Hlcoo  (6.3)
dt 20 e 2 20 2 c 2

Esta misma ecuacidn se hubiera obtenido partiendo directamente del circuito equivalente linealizado

de la figura 4.1, afiadiendo la resistencia de carga.

Efectuando el cambio de variable C = u&t y anotando r = HZ/RC' gueda la ecuscidn

Ezé + [% (14 gl(l)) 4+ a@r g; +[ a (1 + gl(Z))(l +r)t % g%l ‘g =0 (6.4)

El siguiente pasc serd la introduccidn del pardmetro £, de tal forma que quede la ecuacidn de un cir-
cuito resonante LC con perturbacidn de pardmetros. Se emplearé la siguiente notacidn, ademds de la u-

tilizada en el andlisis de funcionemiento en vacio,

r =€ER ar:(n2+£H)ER=£n2H+£2HR

2 2 ;
aQr=(n2+EH) €ED" = €En D"+ E HD

puesto gue el producto Qr serd de orden £,

n
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Sustituyendo estas relaciones en (6.4) y expresando la ecuacidn en forma vectorial, se obtiene el si-

guiente sistema

< 0 it ] 0 €
d
az . e
= . 0 -(H + n2R + nzGl(Z)) -(D ¢ nzo’) g
(6.5)

Conocida la expresidn de los exponentes caracteristicos de la ecuacidn (4.6), el calculo es, ahora,

sencillo, bastard con sustituir H por (H + nZH) y D por (D ¢ nzD'). Se tiene

“.1.2(8) Z [- %(D + nzD') + % \/(nrsl’%)2 = 4(? 2 ) e (6.6)

Las condiciones de excitacidn paramétrica serén

2 1 2 H 2
(0 +nD") < 5\/(”‘31,2n) - a2 + )
(6.7)

H
[nG1’2n| > 2(; 1 nR)

Expresada en funcidn de los perdmetros del transformador, la condicidn de excitacidn quedard en la si

guiente forma

|g , S0 (_52_ T QEZQ)Z % (___l___ = EZ)
1,2n G IR L A
2720

= (6.8)

De esta desigualdad se deduce un resultado muy importsnte. Observese que,conforme disminuye Rc, se ha
ce mds critica la condicidn de excitacidn; en el 1imite, cuando RC sea nula, no se cumplird la condi-
cidn (6.8). Esto equivale a decir gue el transformador paramétrico queda protegido frente a cortocir-
cuitos y sobrecargas, debido a que no se cumplen las condiciones de resonancia de su circuito secunda

rio y el primerio es incapaz de bombear la energia requerica.

Para un transformador paramétrico determinado su excitecidn en cargas se puede enfocar tal como se hi-
zo en vacio, es decir, calculando los valores de la capacidad de los condensadores gue pueden provo -
car resonancia para una tensidn de entrada, Vl, y una resistencia de carga, RC, fija. Convirtiendo

(6.8) en igualdad y despejando C2 se obtiene

B . {6.9)

2 2 R g ) R Wl onse
- _..2 ..l.;ZD e ._..2.. 4 ——&Q
S -2 i\/( 520) (“Lzo' 5 )

De esta expresidn se deduce el valor minimo de la resistencia de carga gue puede soportar un transfor
mador, para una tensidn de entrada determinasda; serd suficiente con calcular el valor de Hc que anula

el radicendo, obteniendose

f o sk i : (6.10)
emin  |g3,20l _ Ra_
2 wLZO

mientras que la capacidad del condensador correspondiente sera
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B e e (6.11)

7.—- RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para comprobar la validez de los resultados tedricos obtenidos, se construyd un prototipo experimen -
tal, con dos nicleos igusles y cada uno formado por tres C iguales de dimensiones normslizadas, ver

figura 7.1.

Figura 7.1 Dimensiones de un nidcleo de
la unidad experimental.

150

a0

153

La bobina del primario tieme 170 espires y una resistencia de 1,7 ohmios, la bobine del secundarioc

tiene 340 espiras y su resistencia es de 6,8 ohmios.

Por lo que respecta a la tensidn de alimentacidn, Vl' se ha escogido como zons de trébajo el interva-
1o de velores comprendido entre 100 y 220 voltios eficaces, a frecuencia industrial de 50 Hz; todos

los célculos y ensayos realizados se han efectuado tomando como referencias limite dichos valores.
7.1.- Caracteristica magnética

El primer ensayoc reslizado ha sido la medicidn de le caracteristica magnética. La figura 7.2 muestra
tres de las curvas obtenidas para el ndcleo secundario; se puede observar gue siguen con bastante a -
proximacidn las hipdtesis establecidas en el punto 2, la pendiente inicial evoluciona desde la pen -
diente original de la ceracteristica magnética del material (curve Fl = O) hasta la pendiente de la

misma curva en su zona de saturacidn, segin sea el valor de la f.m.m. primaria, Fl.

¢2
(mwb)
6 1
5 4
Q .
¢ = = Figura 7.2 Curvas de magnetizacidn
4 4 < < -
&N & & del nidcleo secundario.
2% &
3 o
Vi 7
2 g ey
Juasl
F
7 . - + ; " 2
0 400 800 1200 1600 (A.v.)
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7.2.- Acoplamiento magnético

Un ensayo que tiene interés es el que muestra el grado de acoplamiento gue existe entre los dos cir -
cuitos del transformador. Alimentando el circuito primario con una tensidn senoidal, la tensidn que
se obtiene en bornes del secundario (sin el condensador de excitacidn) no es senoidal pura, su conte-
nido en arménicos variard en funcién del velor de la tensidn de entrada. La figura 7.3 muestra la evo
lucidn del valor eficaz de los armdnicos de la tensidn secundaria en funcidn de Vl' Observese que a
partir de un determinado valor de V1 es predominante el tercer armdénico en la tensidn inducida; la ra
z6n fundamental de este comportamiento esté precisamente en la existencia de un flujo de dispersidn

en el circuito primario, un andlisis mds detallado puede consultarse en (10).

Vv
2
(voltios)
Figura 7.3 Contenido en armdnicos de la tensidn
B 3 ; 5
inducida en el secundario por acopla
] miento magnético.
50
40 1
30 A Primer Tercer
armdnico armdnico
20 1 //
o ///rQu1Tt§
,/f/// arménico
—,——d'//
¢ = + + i ltios
100 140 160 L e i

7.3.— Excitacidn paramétrice en vacio

Para establecer el intervalo tedrico de valores limite de C? que originan resonancie es necesarioc co-

nocer los valores de los coeficientes (m=1,...,N) y de la inductancia L?C' mientras gue la ex

g1,2m
presidn de todos ellos se basa en los coeficientes del polinomio de ajuste de ls curva de magnetiza -

cidn, ver expresidn (3.4).

Se ha confeccionado un programe de ordenador para el ajuste de la curva de magnetizacidn (curva Fl =
0, figura 7.1) mediante el método de los minimos cuadrados. Cuando el nicleo secundario este poco mag
netizado, su inductasncia serd ls correspondiente a la zona lineal de la caracteristica magnética, por
tael motivo se ha tomado como criteric para la eleccidn del polinomio minimo de ajuste el de escoger

acuel cuyo primer coeficiente, kl, de una pendiente muy préxima a la que tiene la curva caracteristi-

ce en su zons lineal. E1 polinomioc ha resultado ser de grado 11 y sus coeficientes son los siguientes

9 14
k. = B5,786 % 10° ko= = 2,451 x 10 kg = 2,537 x 10

z 27
8,678 x ¥ ke =0 1 elD

. 9 14

7

L}
L}

19
- 2,408 x 10 k

El ajuste es significativo con un polinomic de grado menor, sin embargo su coeficiente kl se aleja mu
cho de la pendiente inicial de la curva caracteristice; de haberse escogido un grado de ajuste menor

se habria obtenido un error considerable pera L con valores peguefios de Vl'

20
Las figuras 7.4 y 7.5 muestran la evolucidn de L20 y de los coeficientes g1 om para el intervslo de
1]
valores de V1 comprendido entre 100 y 220 voltios; Unicamente son significativos los coeficientes

Quaderns d'enginyeria 4 (1983) 1



20
(henrios)

1,6+

1
(voltios)

0,21

ROEE e C P w VRS |

100 140 180 220  (voltios)

Figura 7.4 Evolucidn de la inductancia Figura 7.5 Evolucidn de los coeficien

media L en funcidn de la tes g s en funcidn de la
tensidn eficaz de entrade. tension eficaz de entrada.

Los velores limite de 02 gue proporcionen excitacidn, para una tensidn V1 determinada, se calculan a

partir de le expresidn (5.5) y de los valores gue aparecen en las figuras 7.4 y 7.5.

La comprobacidn experimental se deberia efectuar alimentando el primsrio con una tensidn senoidal de
valor eficaz fijo y colocando en bornes del secundario condensadores de capacidad veriable, los valo-
res de C_ que provocasen resonancia se comparsrian con los hallados mediante (5.5). La dificultad pa-
re realizar el ensayo de este forma se encuentra en la necesidad de disponer de una gama muy elevada
de condensadores, con una capacidad muy precisa. En su luger se hen colocado en bornes del secundario
condensadores de distinta capacidad y se ha medido para cada uno la tensidn de éntrada minima que pro
voca excitacidn, estendo el secundario totelmente relajado. Solo se he considerado el caso de excita-
cidn a la misma frecuencia de entrada (n = 1). La figura 7.6 muestra le evolucién del intervalo de C2
en funcidn de v1 y los velores de la tensidn de excitacidn minima para cada uno de los condensadores

empleados; los puntos gue aparecen en la figura se deben comparar con la curve superior del intervalo

de valores de 62.

La figura 7.7 muestra dos instantdneas de las ondas de tensidn de entrada y de salida, obtenidas en
un ensayo de excitacién, cuando en bornes del secundario se coloca un condensador de 8,17 uF; la figu
ra a) muestras las sefiales obtenidas para \/1 = 150 voltios y la figura b) para v1 = 160 voltios. En
las fotografias no se indican escalas, sin embargo se puede apreciar el salto de tensidn y la varia -

cidn de desfase gue sufre la sefial del secundario.
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(pF)
Intervalo tedriceo de la
56+ ESS capacidad de excitacidn
(expresidén (5.5),n = 1)

Figura 7.6 Valores limite tedricos de la ca
pacidad del condensador de exci-
tacidn y valores experimentales.
Funcionamiento en vacio.

ag ® Valores experimentales

30

J
o

T

10

+ s : s 3 ; %

100 120 140 160 180 200 220  (voltios)

(a) ity - 150 voltios (b) V, = 160 voltios

Figura 7.7 Ondas de tensidn de entrada y de salida del prototipo experimental,
antes y después de ser excitado (02 = 8,17 pF).
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7.4.~ Excitacidn paramétrica en carga

El ensayo de excitacidn cuando el transformador funciona en carga es similar al empleado en vacio. En
primer lugar serd necesario calcular el intervalo de valores de C2 gue puede originar resonancia con
una resistencia de carga determinada, ver expresidn (6.9); posteriormente se reasliza el ensayo midien
do la tensidn minima de entrada que provoca excitacidn con cada condensador y con una resistencia de
carga fija. Para el caso n = 1 y con Rc = 2000 ohmios, los resultados tedricos y experimentales son
los mostrados en la figura 7.8.

C
2

(pF)
Intervalo tedrico de la
50 ¢ S capacidad de excitacidn
(expresidn (6.9),n =1,
Hc = 2000 ohmios)

a0 t
® Valores experimentales
Figura 7.8 Velores limite tedricos de la ca
30 A pacidad del condensador de exci-
{ tacidn y valores experimentales.
Funcionamiento en carga.
20
10

3 . : : . %

180 - 120. o 40:c- B0 1801200 o) 22040 1 (volties)

Si se compara la figura 7.8 con la figura 7.6, excitacidn en vacio, se observa gue la diferencia en -
tre valores limite de 02, para un mismo valor de vl, disminuye cuando el transfofmador funciona en
carga, la excitacidn es mds critica. En el caso en que Rc vale 2000 chmios no existen condiciones ted
ricas de excitacidn hasta una tensidn ligerasmente superior a los 170 voltios, ello es debido a que
por debajo de este valor el radicando de (5.9) es negativo; el valor minimo de la resistencia de car-
ga para una V1 determinada viene dado por (6.10), la figura 7.9 muestra su evolucidn en funcidn de Vl'
cmin
(ohmios)
10000

80004 Figura 7.9 Evolucidn de la resistencia

critica minima en funcidn

e de la tensidn de entrada.

40004

2000+

: : : ¥y (voltios)
100 140 180 220
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De las figuras 7.8 y 7.9 se deduce inmediatamente que cuanto menor sea la resistencia de carga mayor

debe ser la tensidn de entrada y mayor la capacidad del condensador de excitacidn.

Una propiedad que se habia deducido en el punto 6 era la de autoproteccidn del transformador paramé -
trico frente a cortocircuitos; esta propiedad ha sido ensayada en el prototipo construido, se ha com-
probado gue el transformador es incapaz de excitarse si el secundario se encuentra en cortocircuito y
que,si este se produce una vez excitado el transformador, la intensidad que circula por el secundario

se anula practicamente y la oue circula por el primerio disminuye.
7.5.- Discusidn

La comparacidn entre valores hallados tedricamente y hallados experimentalmente demuestra que los re-
sultados solo son aceptables hasta un determinado valor de la tensidn de entrada. El modelo de trans-—
formador empleado en este estudio ha sido simplificado con determinadas hipdtesis, lo gue necesaria -

mente ha influido en su precisidn. De las causas que originan discrepancias entre teoria y experimen-

tacidn se pueden seflalar las siguientes:

- la ecuacidn del circuito secundario se ha establecido suponiendo nulos el acoplamiento magnético en
tre circuitos y la dispersidn de flujo, con lo cual en la ecuacidn no aparece término de excitacidn
y la linealizacidn se puede hacer alrededor de la solucidn cero. En la realidad el acoplamiento mag
nético medido no ha sido nulo, por tanto la solucidn cero no es solucidn del secundario y solo re -

presenta una aproximecidn para establecer las condiciones de excitacidn

- la naturaleza del método empleado en el cdlculo de exponentes caracteristicos hace gue su aplica. -

cidn falle cuando los velores de los coeficientes g sean elevados, esto Ultimo ocurre para valo

1.,.2m
res de V1 altos, gue es, precisamente, cuando mayores son las discrepancias

- la existencia de pérdides en el hierro, no consideradas en el andlisis realizado y que son relativa
mente elevadas en las condiciones de ensayo, dificulta la transferencia de potencis y hace més cri-

tica la excitacidn; su influencia es més grande para valores bajos de V ya gue, conforme aumente

1’

Vv la resistencia critica disminuye mucho y ls influencia de 1ls resistencia de pérdidas es menor.

1 ¥
Uno de los puntos no tratados en los ensayos que se han mostrado ha sido la conversidn de frecuencia.
De la figura 7.5 se deduce gue pueden existir condiciones de resonancia a una frecuencia doble o tri-
ple de la frecuencia de excitacidn. En el laboratorio no se consiguid multiplicacidn de frecuencia en
el intervelo de valores de V1 considerados en este trabajo, aungue existieran condiciones tedricas;

les principales ceusas son las sefialadas anteriormente. $in embargo, se intentd obtener conversidn de
frecuencia para otros valores de V., se consiguid finalmente que para una tensidn de entrada de 265

voltios y con un condensador de 6,92 uF el secundario oscilara a una frecuencia doble, con lo cual el

transformador demostrd su capacidad como convertidor estdtico de frecuencia.

8.~ CONCLUSIONES

El transformador paramétrico es un dispositivo pasivo con un débil acoplamiento magnético entre cir -
cuitos, su excitecidn se consigue provocando resonancia paramétrica en el circuito secundario; segin
se ha visto, las condiciones de excitacidn se pueden aproximar con las condiciones de inestabilidad
dé la ecuacidn del secundario linealizada alrededor de la solucidn cero. Una vez excitado el transfor
mador, la propiedad de saturacidn del material ferromagnético impediré que las oscilaciones crezcan

indefinidamente, quedando finalmente acotadas.
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El método desarrollado para el andlisis de excitacidn permite aproximar la curva de magnetizacidn de
un ndcleo con un polinomio de cualquier grado, pudiendo obtenerse mayor precisidn gue la alcanzada
con los métodos desarrollados hasta el momento; una ventaja adicional de este nuevo método es la posi
bilidad de ampliar el andlisis de las condiciones de excitacidn cuando el transformador funcione con
una carga cualguiera, en este casoc el orden del sistema de ecuaciones diferenciales resultante sera

de tercer o mayor orden, pero el desarrollo seria el mismo que el seguido en este trabajo.

De las propiedades mds importentes del transformador paramétrico se han sefialado las de autoprotec -
cidn frente s sobrecargas y cortocircuitos y la posibilidad de actuar como multiplicador de frecuen -

cia, otras propiedades y posibles aplicaciones de este dispositivo se pueden consulter en (8, (F)e
(20])" 3 (21},
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APENDICE A
La solucidn general de un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes continuos y

T - periddicos

= A(t) x (A.1)

puede ser expresado en la siguiente forma
x(t) = F(t) exp(tk) x(0) (a.2)

siendo F(t) una n x n matriz T - periddica, continua y no singular para todo t, tal gue F(o) =1
n

(matriz unidad), y K una n x n matriz constante, ver (9).

La expresidn (A.2) establece la forma general de la solucidn pero no dice nada sobre como hallar esta,

en realidad no existe un método conocido para calcular F(t) y K, excepto en cascs muy particulares.

Se definen los exponentes caracteristicos del sistema (A.l) como los valores propios de la matriz ex-—

ponente K. En el caso general de un sistema de n ecuaciones en el cue la matriz K tuviera s valores
propios diferentes (s < n), la ecuacidn (A.1) tendria un conjunto fundamental de soluciones divididas

en s grupos, cada uno de los cuales tendria la siguiente expresidn

>_<§6) = exp(agt) tis)(t)

>_<£°—) = exp(, t) [ tf§6)(t) 3 féo-)(t)

f (A.3)

secsecscesecssssessevrsan

(o)

“me

1 ms~1_(c) (o)
exp(x t)[ e £ 0 TF(E) 2 L. 2 F &
g m, - 1)1 = ) -m (8] ]
siendo dd (G’: 1,...,5) los valores propios de la matriz K

ms la multiplicidad del valor propio o (m1 o4 = n)
£l0)

15 (t) funciones n - vectoriales, continuas y T - periddicas.

Las propiedades de estabilidad dependen de la estructura de la matriz K y se pueden resumir de la si-
guiente forma. La solucidn trivial del sistema (A.l) serd

- estable si los exponentes caracteristicos tienen parte real no positiva, son nulos o imaginarios pu

ros y corresponden a divisores elementales simples de K

- asintdticamente estable si todos tienen parte real negativa

- inestable si existe al menos un exponente con parte real positiva o hay exponentes con parte real

nula o imaginarios puros gue corresponden a divisores elementales miltiples de K.

APENDICE B

El objetivo de este apéndice es presentar un método que permite el cdlculo aproximado de los exponen-—

tes caracteristicos de una ecuacidn diferencial expresada en la forma

g%‘ = [c + EB(t)] x (B.1)
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siendo C una n x n matriz constante y B(t) una matriz continua con coeficientes T - periddicos.
La ecuacidn (B.1) con € = O

dx

= =C (B.2)

IX

serd conocida como ecuacidn no perturbada.

Los exponentes caracteristicos de (B.l) serdn los ndmeros complejos, o , para los cuales existe una
o

solucidn en la forma
®(£) = expﬁxot) u(t) (8.3)

siendo g(t) una funcidn n - vectorisl continua y T - periddica. Los exponentes caracteristicos estén

< —_ L , 2rm
indefinidos en un término i 5 con m entero, ya gue haciendo

& o g Sas
1~ %

(B.3) se puede expresar en la forma
x(t) = exnl t) u, (¢)
2
con gl(t) = exp(- i —;T t) u(t), siendo gl(t) tambien T - periddica y por tanto o un exponente carac
teristico.

La metriz C es constante y no hay inconveniente en considerarla T - periddica. Supongase que (B.2)

tiene un exponente caracteristico que es r - miltiple, de lo dicho antes se deduce gue para esta ecua

” . 5 - 2ni
cidn existe una clase de valores propios Aj de la matriz C, congruente en mddulo -3

2ni
= 4 e i = ee s H = i 3 * Y e @ ,4
hy & H e R R m,=0, &1 2 ) (8.4)

Se dice que el exponente caracteristico do de la ecuacidn (B.2) tiene dimensidn s si « corresponde a
=SUEDRS o

s soluciones lineelmente independientes, en la forma (8.3), de dicha ecuacidn. La dimensidn s serd i-

gual al ndmero de divisores elementales de C gue pertenecen a los valores propios (B.ﬂ),y siempre se

cumple que s £ r.

¥ z o eni ;. s
Se tendrd s = r si y solo si todos los valores propios de C congruentes a do en mddulo s tienen di-
visores elementales simples, se dird entonces gue do es un exponente de tipo simple. Los exponentes
de la matriz C de la ecuacidn del transformador paramétrico, ecuacidn (4.6), pertenecen a este tipo,

en tal caso los exponentes caracteristicos vendrén dados por el siguiente teorema, ver (9).

Teorema Supongase que la ecuacidn (B.2) tiene un exponente caracteristico r - mﬁltiple,zxo, de tipo
simple, entonces la ecuacién (B8.1) tiene r exponentes caracteristicos al(E),...,(xr(&) que

tienden a qo cuando & tiende a cero y con desarrollo en potencias fraccionales
141
o(P(E) =d_+ BFE 1+ 0(e /a A (A (U, o (B.5)

Los coeficientes @l,...,B , alguno de los cuales puede coincidir, son las raices de la ecua -
¥

cidn

det (5J_h - Bajh) =0 (e = Dgu sen®) (B.6)
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con 6, =<8 " "e a > (8.7)

i " 5 i *
siendo Cy» dy (y = 1,...,r) los vectores propios, linealmente independientes, de C y C (con—
Jjugada transpuesta) respectivamente, pertenecientes al exponente caracterfstico do y normali-

zados segin

<dJ. sally? = 6jh <cj S <$J,h (3sh = 1,...,r)

(< > denota el producto escalar).
m
Las matrices constantes B( ) son los coeficientes del desarrollo en serie compleja de Fourier

de la matriz B(t) y m

17 ™ los enteros definidos en (B.4).

Los ndmeros naturales, ql,...,qr son las multiplicidades de las correspondientes raices BP'
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