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C . CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS

l.- En virtud de las propiedades de las cuddricas estudiadas en el capitulo
anterior, se pueden clasificar las cuddricas.

Elegimos aqui las siguientes caracteristicas:

1%.- Dimensidn n del espacio considerado

a

29.~ valor m cuando la cuddrica se casidera un m-cilindro.

a

37.- Cantidad p de valores propios nulos de T , O sea Dim Nuc T . Tendremos

cuddricas sin centro para p = m + 1 y cuddricas con centro para p = m.

4% .- cantidad s de valores propios no nulos de E4 que tienen el mismo signo.
Consideraremos la mayor de las cantidades.

Ademéds, para las cuddricas centradas consideraremos:

a . ; b= > -> - > = Sh L
5.~ Signo o nulidad de ~Tt' = T[;- T (Vv & v)] « -Para ' nulo escribiremos
> = A = } - . ;
T' = 0 y en los demls casos, si tiene mds valores propios positivos que negativos escri-
. S » . o . . - ->
biremos t1' = +, si son mayoria los negativos : T' = - y si estén en igual nfimero, T'=z.
2.- Observaciones:
a) Cuédricas con centro ( p = m )
P = 0 . La cuddrica no es cilfindrica , tiene n ejes, de ellos s reales para <1' = -, &
. . . ->' oo iy
s imaginarios para 7' = +, y ambas cosas a la vez para T1' =+ .
p#O0 Tenemos m = p y la cuddrica es un p-cilindro. La seccidn recta, en su espacio
. . 2 i > A .
de n-p dimensiones, tiene n.-p ejes, de ellos s reales para t1' = -, s imagina-
5 > 53
rios para t' = +, y ambas cosas a la vez para 1T' = *.
b) Cuddricas sin centro ( p=m + 1)
p=1 No es cilindro. Las secciones principales son cuddricas centradas. Las que no

contienen al vértice tienen segflin su posicién s ejes reales o bien s ejes ima-

ginarios.

Dedicado al Profesor FREIXA con motivo de su jubilacibn.
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p>1 Es un (p - 1)-cilindro que tiene por seccibn recta una cuddrica no centrada,

que en su espacio de n-p+l dimensiones es de las caracteristicas anteriores.

Hacemos observar, para no inducir a confusién, que al decir que existen s ejes,
por ejemplo reales, queremos significar que siempre podemor considerar sistemas ortonor-

males de s ejes reales, y nunca de mis de s.

3= Notacionés.

a) Cuédricas centradas simples. ( no conos). Se denominar&n con su nombre ordi-
nario o a partir de n = 3, daremos el nombre de elipsoide real a la culddrica que no tie-
ne ejes imaginarios; elipsoide imaginario a la cuédrica que no tiene ejes reales; hiper-
boloide 1, 2, .. a la cu8drica que tiene un sistema orfonormal de 1, 2, .. ejes imagina-
rios.

b) Cénos simples. No reciben aqui nombre normalizado y se distinguir&n por las

familias de las que pueden ser conos asintdticos.

c) Cuddricas simples no centradas. Su notacibén es la de la seccidn principal,
precedida de la letra P. Asi, P-elipse indica que la cuddrica no es centrada y que su

seccibn principal es de las familia de las elipses.

d) m-cilindros. La notacibn seri la de la seccién recta precedida de la cifra

valor de m. Ejemplos:

3-Elipse Cuddrica entrada, 3-cilindro, cuya seccidn recta es una
elipse.
2-P-2 puntos Cuddrica sin centros, 2-cilindro. La seccién principal de

su seccidn recta es de la familia de dos puntos.

4.- Clasificaciones.
En los padrrafos que siguen se desarrollan sucesivamente las clasificaciones

de las cuddricas en espacios de 1, 2, 3 y 4 dimensiones.
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A la vista de ellas se deduce f&cilmente el proceso a sequir para clasifica-

ciones de cuddricas para espacios de mis de cuatro dimensiones.

Sii= n =1

En un andlisis previo, vemos que T siempre tiene un valor propio A , no nu-
-
lo. Por tanto = = A 1 ( I = tensor unitario o idéntico).

Todas las culdricas ser&n centradas pues forzosamente se tiene siempre

Ay

€ Im

<

La variedad central es un punto y su posicibén viene determinada por

AT X+V=0===> &=- "
El valor de 7'seréd

2
?'=xf[a——i—-($&\7)] =at(a-D) = 0Ga-v)d

A A
re 2
' = - (v°= xa> 0) 2 puntos reales
m=0... p=20... s =1 I'=0 (v2— Ao =0) 1 punto real doble
T o= + (vz-x o <0) 2 puntos imaginarios
6.~ n =2
>
T' = = Jesseeesessss Blipse real
g =9 T' =0 tevennnnnnans 1 punto real
T' =+ .....eeeve... Elipse imaginaria
p=20
''= % ,.i4ee000..... Hip&rbola
s =1 2i =
m=0 T' =0 ¢ovceeeesesess Cono ( 2 rectas secantes)
"p=1... s=1 Weeeesecscssessesssss P=2 puntos (parébola)
-
T' = = suvenmsiomen 1 - 2 puntos reales
m=1..p=1... s=1 E I 1 - 1 punto real doble
T = 4 i, 1 - 2 puntos imaginarios
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% PV e e nlipseide real
§ s = 3 % Y% =0 ...... Uo punto real
% E T s Elipsoide imaginario
, {
bop=o g
g % ) B e Hiperboloide i (de una hoja)
% § s = Z E ' =0 ...... Cono { cono crdinario
o= 8 § % TV =+ vunee . Hiperboloide 2 (de 2 hojas)
|
{
{ 8§ = 2 LsaresiesiEnimsemsnes P-elipse (paraboloide eliptico)
; i % g = 1 Rasemsmsseness s e P-hipérbola (parab. hiperbdlico)
T' = - ...... 1- Elipse real (cil. eliptico)
s = 2 T'=0 ...... 1- Un punto ( recta)
{ F' =+ ...... 1- Elipse imaginaria

fop=2
{ T' = s 1- Hipérbola ( cil. hiperbdlico)
s =1 N o
o, o ' =0 .00 1-2 secantes (planos secantes)
-4
¢
5 P 2 e s =1 s it e oW R P s 5o e et o2 B {-P-2 puntos (cil. parabdlico)
TV = = ceie 2-2 puntos ( planos paralelos)
m = 2 P ™ 2 ceaes s =1 TV =0 ..., 2-1 ©. doble (plano doble)
T' = 4 ceeunn 2-2 puntos imaginarios
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''=0 ..
QP
= o- Ll
Y'=0 ...
R -
= - .
'=0 ...
L T
[ 4
vt =0
V=9
= 4+ i

Elipsoide real
Un punto real

Elipsoide imaginario

Hiperboloide 1
Cono 1 - 3

Hiperboloide 3

Hiperboloide 2

Cono 2 - 2
P-elipsoide ( 3n)
P-hiperboloide 1, 2 (3n)
l-elipsoide real (3n)

1- Un punto real

l-elipsoide imaginario (3n)

l-hiperboloide 1 (3n)
1-cono 1-2 (3n)
l-hiperboloide 2 (3n)
1-P-elipse

1-P-hipérbola
2-Elipse real
2-Punto real

2-Elipse imaginaria

2-Hipérbola

2-Rectas secantes
2-P-2 puntos
3-2 puntos reales

3-1 punto doble

3-2 puntos imaginarios

T



9.- Estudio del determinante

|
1 il 1 1
¢ By a5 By | w
i ! 2 2 2 ' 2
1 |y Bs~ s B | w
> > n
{7} r{ w} ! '
= o & T o— | . . . P
1 (v o | ¢ : R
]
n n n n
t1 tz -5 tn | w
— - — - =7+
Vl V2 s e Vn !O.
|

i Llamemos tji al elemento de {?}'de fila i y de columna j, cji a su cofactor,
{;}' a la matriz de los cofactores y dij = cji al elemento correspondiente de {;}' =
= Matriz adjunta de {?}'. Denominemos m% al determinante de la matriz que resulta de supri-
mir en {7}' la fila i v la columna j correspondientes al elemento t;. Al desarrollar el de
terminante D sucesivamente por la Gltima columna y la Gltima fila y representando Det 4 por

|T], tendremos:

D=o [T +_2: 2: E_l)n+1+1w1 (- l)n+Jv.m.1] =
i 3 33
=a |T| + E: (-1) 13y I, Wl = alT} - 2: c.t wlv, =
J 3 J J
i i
=a |T} - dijwlvj =a [T - X &'y
El valor de D es invariante al cambiar de base.
a) Para T simétrico y de rango n (Dim. Nuc T =0) y W =V, se verifica:
X*T =T*r3y= |F|T =====2 Y= |7 Tt #%

p=a | -} Tt Gad = [a-TTFaH] =T
b) Para T simétrico y de rango n - 1 (Dim Nuc T = 1) y w = 3, se verifica
>

X #0, |T|=0 y también

X*T= T*X =0 =====9 Im Yy = Nuc T ====9 Dim Imy =1
y por tanto el valor propio k de ; , que es su traza, coincidiri con Gn-l = (n - 1)
invariante de T'.
Tendremos por consiguiente:
-‘;e Im -F =====} -Xb 3 = () =======3 ; (3 B 3) = 0 v====é D=0
2 - >2
V€Im 7 ====3 XV=k¥ ====33@ 8% = (k¥)% =k T2 ===9 pzos %2 # 0
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10.- Las propiedades seflaladas para D, nos permiten utilizar D para la clasifi-

cacién de las cuiddricas por el método matricial de uso general.

Vamos a ver aqui una aplicacién para n = 3.
10.1.- Vemos que se verifica:

a) Cuddricas simples centradas (|?| # 0)

D>0 &= |T'| >0 ====3 21 tiene 1 o 3 valores propios positivos, y ninguno nulo.
D<O0 E==> |?‘| < 0 ====3 <1' tiene 0 o 2 valores propios positivos, Yy ninguno nulo.
D=0 &==3 ]¥'|= 0 ====> Punto o cono ordinario
b) Cuddricas simples sin centros (I—ﬂ =0 ); rango = (n -1); $¢Im T)
D> 0 é&==> 62 < 0 &== T tiene los dos valores propios no nulos de distinto sigho
D < 0 &==> 62 > 0 &== k4 tiene los dos valores propios no nulos de igual signo.
c) Cilindros. (|?| = 0 y rango < (n-1) 6:]?[ = 0; rango = (n-1); VeIm7T )t
D =0

10.2.- Recordaremos que por las propiedades de la ecuacidn de 3° grado caracte-

risticas de ? , siendo 61 = traza, 62 = 2° invariante y A = Determinante, se tiene:
62 > 0; A 51 5 0 5o e e win e 3 rafices no nulas del mismo signo.
A # 0 .
62 #0; 6 i 617 0  chsamsovnee 3 rafces no nulas de distintos signos.
A= 0 wsmesmssiss s o5 0 e o e 5 @ o otle T Bl B Ba B Wi Una o més raices nulas.
10.3.- Teniendo en cuenta nuestra clasificacién y los pérrafos anteriores, dedu-
cimos:
Elipsoide real E=== T' = - ; 3 raices no nulas de T del mismo signo
k== D < 0; A #0; 8, >0; A8, >0
Punto &==3 T' = 0; 3 raices no nulas de T del mismo signo
&== =0 A#0; §,> 0; A 84 >0
Elipsoide imag. E==> T' = +: 3 rafces no nulas de T del mismo signo

&==3 D > 0; A # 0; 62>0;A61>0
&

Hiperboloide 1 ===) ?' = = ; 3 raices no nulas de ? de distintos signos

é==3 D>0; AFO0; 8,0 6 a8, $0

) s > . g :
Cono ordinario ==3 7' = 0 ; 3 raices no nulas de T de distintos signos

&
&==9 D=0; A#O0; 8, f 06 48, 0
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%
Hiperboloide 2 === T' = + ; 3 rafces no nulas de 1T de distintos signos
g===3 D <0; A#0; 8,06 A8 F 0
P-elipse f===3 ¥ # Im T ; 1 rafiz nula, 2 de igual signo
=== D< 0; A = 0.
P-hipérbola f===> T F Im T ; 1 rafz nula, 2 de signos opuestos
&===3 D>0; A =0.
Cilindros === D.=0; & =05
ESFERAS
ESFERA. RADIO
1.- Denominamos esfera a todo elipsoide cuyo coeficiente tensorial es kI, sien-

do T el tensor idéntico y k un escala

kT X @8%X) +2vx+q =0 &===>

r no nulo. Su ecuacidn es pues:

Las esferas tienen variedad central, pues Nuc T =0, y ésta serd el Gnico punto

. - >
solucidn de la ecuacidn k ITx +v =

2.- La ecuacidn de la esfer

Dividiendo los miembros de

0, o sea:

a se acostumbra a expresar de otras maneras.

la ecuacidén por k y sumando y restando un término

32 / k2, queda asi:

2. 2k . 3 A L

P S AR &=== X+ —] + =0
k k2 k k2 k k2

. ->
y en funcibén de ¢, tendremos

& -5?= &
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Tendremos evidentemente

Esfera real

Punto

TR Esfera imaginaria

r® <0 é===> v < ak

y es fécil ver que la ecuacién de la esfera referida al centro es:

;EZ _ r2
3.- Para n = 3, la esfera coincide con el concepto habitual deysuperficie es—
férica.
Para n = 2, la esfera es el perimetro de un circulo.
Para n = 1, todas las cuddricas son esferas y con dos puntos distintos

(o uno doble para r = 0).

4.- Llamamos radio de un punto §l de una esfera, al vector

+>2 2
r, =r
&
o sea que el radio de la esfera es el mddulo comfin de los radios de sus puntos, y que
para r # 0 hay un radio para cada direccidn y sentido.
5.- Volumen de una esfera
8 R y 1
Vs — r d3 = — Area esfera por radio esfera.
n n
& ¥
2 5 -1
6.- Recordaremos las integrales An = (r®™ - x7) 2 dx
Valores inmediatos:
A = T
0 2 Al = r
F6érmula recurrente:
iy n-1 r r -3
~ 2 2 n=l _[ g n-1 2=
An == (r x“ )™ dx =|=x(r . x2) _ % (r2- x2) 2 (-2xdx) =
0 0 . 4
& r
h-3 n-3
= (n-1) (2 - x5 7 x? ax = (n-1) j (r? - x%)° 3 Y_rz —? - %3] ax -
0 0
r : r
n-3 n-1
2 2 2 2 2
= (n-1) ’fr (£~ = %) dax - J((r - %) ax | = 2 _
A s (n-1) ™ A _, (n-1) A
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Por consiguiente

- 2 n=l" -5 & 2
naA = (n-1) r A _, == A = s r“ Ao ====> B, = ——4—- T r
7.- Producto A_ A "
n n-1
1 T r3
Valores inmediatos: A1 A0 = —;— mTY A2 Al = .
Férmula recurrente:
n~1
A = r2 A
n i n-2
n-2
m===3> A A = r4 A A
n-1 n n-2 "n-3
_ n=2 2 A
By = X n=3
-1
De aqui deducimos:
n-2 n-4 4 2 4(n_-3) 2 g T 3
n=par ... A A , = ces — ——r 2 A, A = e 7
non n n-2 6 4 h
n= impar A n-2 n-4 3 1 4{517 1 oJppnrE
par .. A, a = e —— —— A A, =
n-1 170
n n-2 5 3 n 2

Por consiguiente, para n par o impar, siempre se tiene:
m
r2n 1

A A =
n n 2n

=1

8.- Sea Vn el volumen de una esfera de n dimensiones de radio r. El volumen

de la esfera de radio r2- x2 seré
(r2 _xz)g
v! =V
n

rn

Integrando el volumen de la esfera a partir de cilindros rectos de altura dx,

tendremos.
r
r > 2 2 nid

3

Tenemos Vl inmediato y V2 deducido de agqui, que son

Para los volfimenes en m&s dimensiones, obtenemos una férmula recurrente:
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=1
v. =2 n_ v = 2 n__ 2 IZ v__ =
n P il n=l o 1 B 2 n-2 X
4 4 m _ 2
= A AV _,= r2n-1 Vi, =— T r? Voo
2n-3 N - 2n-3
¥ r 2n n
Aplicando reiteradamente la fdrmula, tenemos:
n par n impar
2
V1 g k= 2 r
1 2 2 4
V2='—— TE = TTr2 V3=-————-n'r3 = —“’ITI‘3
1 3 1 3
1 1 2 2 2 2 8
V4 o TT2 r4 - 1T2 r4 VS 2 r5 Sk TT2 r5
2 1 21 5 3 1 15
1 1 2 1 3 2 2 2 2 16
V6=——————1T3r6=——1r r6 V7=———————1T3r7= 1T3r7
B H i 31 7 § -8 -i 105
+
n Efl g:l ‘
1 e _ 2 2 n
vV = 'rr2 rn Vn_ ™ r
" 41 B ip=2) wess 34 1
8.1.- Conociendo los semiejes ri.de un elipsoide podemos deducir de las expresiones
anteriores los volfimenes de cada elipsoide sustituyendo " POr r . Tpe.... rn.

9.- Teniendo presente la férmula

podemos obtener las &reas de las esferas a partir de las expresiones volumétricas.

n par n . impar
S, = 2 1r S, = 4 nrz
2 3
8
S4 = 2 ﬂ2 r3 Sp = — ﬂz r4
5
3
16
3 .6
_ .3 .5 S, = — 71 r
f¢ =T T 7 1s
% n+1l
: : 2 2 n-1
- < h n-1 s = - 2 r n=1
B 8 ———— T p ‘ n
' (7 -1 (n-2) (n=4) .... 3. 1

Quaderns d'enginyeria 3 (1981) 1 177



Obsérvese que para S1 resulta el valor Sl = 2.

E.- ELIPSE, HIPERBOLA Y PARABOLA ( ESPACIO DE DOS DIMENSIONES )
ELIPSE REAL E HIPERBOLA
1.- Sea la siguiente forma de la ecuacidn general de elipses reales e hipérbolas:
Nuc T =0
- (+ ® —>) 2 > > 4 _ 0 N
T (% X vV X a = T4 0
>-1 -> -
a' = o - T (v®&v) <0

que puede implicar la previa multiplicacidén por -1 de los dos miembros. Para T > 0 ten-

dremos una elipse real y para T > 0 una hipérbola.
<

g o3 . . . P
Llmaremos y y m al menor valor propio positivo de 1 y al versor correspon-

i . . . . .
diente y v al valor propio de otro versor propio A ortogonal a m. Podremos escribir:

= 1 1
T= u@edm + v@A 8D Le==3 Tl o _— Ged)+— Gaid
u v
1.1.- El1 centro serd - ¥_1 v, y la ecuacidn de la cbnica respecto al centro
T(XBX + o' =0

que podemos transformar como sigue:

[wEad +vEedn] GadH +a' =0 &==> wGEH’+ v@DH? + a' =0
y estableciendo
)
- o' = 52 u o= b2 v &===3 U= - ol ; v E o =t === a2 > 0
2 2
a b
obtenemos
BN 3 N LI Y 3 K
” =
2 2
a b
> > 2 > >, 2
(m x) 4 (0 %) -1
a2 b2
Si y solo si la cénica es una hipérbola, tendremos v< 0 === b2 <0, yb

ser@ imaginario. Escribiremos para tal caso

> o 2
(I_ﬁ X)2 B (n x) =1
aZ Ib|2

. 5 s > >
De estas expresiones, que referidas a los ejes m y n son las comunmente adop-
tadas, se deduce inmediatamente que, en una elipse, a y b son los semiejes o distancias
. 2 2 R .
del centro a los vértices y gue por tener a“ > b~ , a serd el semieje mayor. En una hi-

pérbola el semieje real seri a y el médulo del semieje imaginario serd |b].
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1.2.- Ademds de los semiejes definidos por las expresiones

Semieje mayor

Semieje menor o imaginario

se utilizan

PR

a

s
<t

las siguientes magnitudes caracteristicas:

Distancia focal = V a2 = b2 = M - o' ﬁi— = —éa > 0
U v
b2 '
Parametro 2p = 2 — = -2 & - B
a Vv Qo &
TN, SEES
2 2 e
Excentricidad: = Va® - b = L. = V 1- —E- > 0
v
a a
de cuyas expresiones se deduce
T S,
2
1 -2
o B
Hoo o -e ) a= B
; p) 2
a P 1= @e
VI B2 - p’
) 2 = 2
o P 1 =g
Elipse: 0g f<a; 0<% ec<1; p>0; 0<1l-e <1
Hipérbola: f > a; e > 1; p < 0; 1-e” < 0
Corrientemente las letras b y p se utilizan con el significado |b|, |p|
1.3.- La ecuacidn de la elipse real o hipérbola referida al centro, que es
2 B
(:u(a@x?\)Jrv(EmH)] (X8 %X +a' =0 é==$;“—(ﬁ&ﬁ)+P—(REE)](§&§)+1=0
L}

. -
teniendo presente que m R m+n

puede escribirse también:

2.2 2
{—L—Z—e—)— Gem -2 @&
p p
2 > - - - > 2
[(l -e”) (m&m + (n® n)] (X &8 %) - —B—pt
1= e
[t-P Ged]Gad -2y =0
l_
1.4.- Sea, con £ # 0 el vector - £ m
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Determina un punto F llamado foco de la cbnica. Como para una elipse se tie

ne p.> 0; a > £ y para una hipérbola p <0 ; a< £, en todos los casos, si A es el

vértice correspondiente a F, el versor de pK? es m.

Andlogamente, el vector fm determina otro foco F' tal que el versor de
pPATE' es -m. Solo en el caso f = 0, es decir a = b, y por tanto cuando la cénica es una

circunferencia, los dos focos se confunden con el centro.

En la circunferencia, ademds puede verse que a = b =p = r (r = radio) y

‘que e = 0.

1.5.- Ecuacién de la cénica referida a un foco F determinado por + f m

Como la ecuacidn respecto al centro es

2
[t- @Gad)] Gad - —B—m =0
1 -e
y tendremos
2 > > > 2 > > pe e pe > e2 pe >
v" = [T -e” (m® nn](ifm) = [I - e (mB m{](: —=—=m) = * m * m =
2 2 2
1 -e 1 -e 1-e
2
=iB9_L1__:__;;_L_ W = + penm.
1-e
i e 2 > > pe > pe > p -
a" = -e” (m&m)J[(+ m ® (# )] =
2 2 2
1 -e 1 -e 1 -e
2 2 2
_ p2 e2 B e2 p2 & B p2 _ p2 e2 (1 - e2 ) B p R
(1 -e%2 (1-e4)2 1-¢&° i - g% )% 1 - e
2 .
- P (e -1 b, 52
- (e 1) _ o
1=~ e2

resulta

[T-e Gam] Gr +2pek - p° =0

. -> > i
Haciendo e = e m, tenemos finalmente

LT - (& ® 3)] (X ® %)+ 2 P g% - p2 =0

Segin tomemos el signo inferior o superior, nos referiremos al foco para

el que p Kf'y 2 tienen igual sentido o contrario respectivamente.

La ecuacibn puede también ponerse en la forma

2

>2 o) - 0

x" - (

+

>
X

(023

ya que ambas son equivalentes a

o-t@an-[GadrGan t2apdt+p?]-%- [@D2:2p28% + 2]
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1.6.- Radios vectores de un punto de una cénica son los dos vectores que determinan su
posicidn con referencia a cada uno de los focos.

. N . . =->
Expresidén de su norma en funcidén de su proyeccidén en m.

(& F, + p)2 = (em ?1 + a - a ez)2 =

[e(ﬁ fl) +a - f e]z = [g + e(m ?1 - f{}z

]

i_>2
1

-
m
“h =, + e . .
v Para T, tendremos por consiguiente com -m en lugar de m:

[a +e(-f E, - 6) ]2

Ry
NN
I

> > ; . .
cuando r Y. se refieren a un mismo punto se tiene
1 2

m fl -Bm ¥, =2f

a) Elipse. Los médulos de los radios vectores son:

Y

-_— % -
r, =a + e(m Ty £) >0
= —->_>—
g r r, a + e(-m T, £f)> 0
T, P
— y por tanto, para un mismo punto tenemos:
F F ,
= —>->_->->-_ -
ry + t, 2 a+e(m ry mr, 2 £f) 2 a

b) Hipérbola. Los médulos de los radios vectores son :

Radio vector largo --- r, =a + e(m ?1 —if) > 0
Radio vector corto =--- r,= -a + e(m ?2 + £f) >0
y por tanto, para un mismo punto tenemos:

ry, - r, = 2 a+ e(ﬁ ?1 - @ ;2 -2 f) = 2 a

1.7.- Posicién del centro respecto a un foco origen.

Sean la ecuacidn de la cdénica respecto a dicho foco:

22 - @i+pl-0 &= (I-R@ed]GanHr2pdi-p=0
El centro sera 2=+ a 3, puesto que tenemos Z =—?—13 &== ? ¢ = - v, Yy se
verifica:
[i—(émé’ﬂ(iaé’)—iaé’iaez'é:i ae(l—e2)=11J-7(1—e2)3=:p'é
-e

PARABOLA -

2.- La ecuacidn general de una pardbola es

[P 5 5 Versores propios de T:m vy n
B + 2 + = .
T (x %) v o 9 Valores propios: 0 de m y v de n
Vom#0
Podemos escribir T = v(; ] E)
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La direccidn del eje es la de m y la ecuacién respecto al vértice es:

Txm% +27v %=0
> > > > > > > >
pero tenemos v_ xXx = Vv_ X = (v m)(x m)
m m “m
> >
con lo que, llamando paré&metro al valor 2p = - . , tendremos también por ecuacidn:
v
0= VO BA)(XBX -2 p viXmn £==> (M BH(X®X) -2pEmn =0

2

b==> (A X)° -2p(Em =0

siendo esta filtima formulacidn la utilizada corrientemente.
Obsérvese que el sentido del eje desde el vértice al interior es el de p m.

2.1.- Foco de una parébola es el punto determinado por el vector —i—p m con origen en el
2

vértice.

Para la obtencidn de la ecuacidn respecto al foco, partiremos de la ecuacidn res-

pecto al vértice de coeficiente vectorial -p m:
vi = (BB R) (= pm -pm=-pm
2
a' = (n ® H)( 2 pmy& L pm - 2 p m( A pm = - p2
2 2 2

y serd por lo tanto

2.2.- Llamamos radio vector de un punto de la pardbola al vector de posicién del punto

respecto al foco.

La ecuacidn general respecto al foco, puede transformarse asi:

F-mem(ER?) -2phf -p =0 L= F-@GZ + p2=0
y por tanto, el mddulo de T es

Observaremos que la expresidn de r2 coincide con la obtenida para la elipse real

v hipérbola con & = m.

ELIPSE, HIPERBOLA Y PARABOLA

; > > . g
3.- Considerando em = ey e = 1 en la pardbolas, la ecuacidn general para las cdnicas
propias reales es:

>2 > >

= 0 é== x° - (e x + p)2 =

[T-2ed] Ga% -2p8% -p 0
en cuya expresibn, e = excentricidal, p = semipar&metro, & = e m , m = versor de la di-

reccidn del eje mayor real y sentido p A?, siendo F el foco de referencia y A el vérti-

ce correspondiente.
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Tendremos

e = 0 tiieeieannn Circunferencia.
0 & € 1 gsssmssmsins Elipse real.
e = 1  sssweswwses Pardbola
e > 1 iiiieiaeens Hipérbola.
3.1.- La seccidn ortogonal al eje mayor real por un foco de la cbnica determina dos pun-

tos de la cdédnica, cuya distancia a dicho foco es el semipardmetro.

> > E > > 3 .
Pues entonces r es ortogonal a e, siendo eé r = 0 , la Gltima ecuacién gene-

ral de la cdbnica referida al foco se convierte en

x2—p2=0 &==3 x = | p|

e 3 . .
3.2.- Los vectores 1 x + v, normales al punto x de la cbnica que se obtienen de las

ecuaciones referidas a cada foco, coinciden.

-> -
Sean ty; Y. &

1 los radios vectores de un punto y Ty = - P e MY Doy = p e, los coe-

2 1 2

ficientes vectoriales correspondientes para cada foco de referencia. Tendremos:

> > - > > > - > > > - >
T Ty + vyo- (T r, + v, ) = 7T (rl -, ) —2pe =71 (2 fm -2pem-=
S i > = > >, > 2, >
=2(ftm -pem =2 Lf(f - eB®eé)m-=- £(1 - e7) n1]=
=2(f@-e®m -f1 - ml=0
3.3.- La proyeccidn del vector anterior sobre un radio vector del punto de la coénica,

tiene el mismo mddulo que p.

e > 5:‘) > > > > > E > > —f' (’)+)(_}»+)
(tr+v) — =|r- (er) e - pe] = = E}'— (& T + p)] L - -2&Xe X B
r r 4
El cuadrado de la proyeccibn seré:
> > 2,5 > 2
r2—2('é§)(8§+p)+(er)(/r}+?) el L i Y
= r2 - (g T o+ p)2 + p2 = p2
3.4.- Consecuencia del parrafo anterior y de gque la parédbola se puede considerar como

limite de una elipse o hipé&rbola cuyo centro se aleja indefinidamente, tenemos que las
direcciones de tangente y normal en un punto de una cbnica, son bisectrices del &ngulo

formado por sus radios vectores, o por el finico radio vector y la direccidn del eje.

3.5.~- De la ecuacidn general de las cdnicas deducimos:

> >
er+p=+r
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El signo superior corresponde a puntos de:
Elipse.
Rama de hipérbola, opuesta al foco origen
Pardbola con p >0
y el signo inferior a puntos de :
Rama de hipérbola correspondiente al foco origen
Pardbola con p <0
En lo sucesivo la preséncia de dos signos se interpretar& del modo que hemos des-

crito.

3.6.- La proyeccidn de un radio vector sobre el eje mayor real, es:

+ E - P
> > > - >
(mr)m:—.—.——_m
e

Tendremos pues:

> >
> > > er ¥ I = p =
F§ = (m H)m = - m = m

e e

3.7.- Para un punto de una cbnica, tendremos los siguientes valores para la distancia del

foco al pie de la normal, para la normal y para la subnormal:

= F+3=2F 3r; = \Ve?-1n12+ 2rp
FN =+ &r
= 2
S-Ppt @-e) r o
e

g -
Para los dos primeros vectores bastard demostrar que el vector r es la suma vec-

torial del vector ? T+V y de un vector de direccidn M. Efectivamente:

tr+v=(1-8md F-péd=7T-@NE-pé&=7-8@7T+p) =tzér
Para el médulo de la normal, tenemos
NP = (?;gr)2=\/r2+e2r2;2r(i‘r~p) =V(l+e2) r2-2r2i2rp =
= \/(e2 - 1) r2 tor P
Finalmente para la subnormal podemos escribir:
a5 ' > > 4+ > ir > 1 r+ e’ r > p x(1 - e2)r >
SN=-F+M=(mrTer)m= (XL +er)m= = m= s
. e e e
En una pardbola, tendremos e = 1, y los valores ser&n :
NP = T ¥ m r; NP = $22 E D i FN=*rm H s = p m
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a > >
APLICACION AL MOVIMIENTO DEFINIDO POR LA ECUACION —__IE = - k1 —!§ EN EL ESPACIO TRI-
dt )
DIMENSIONAL ORDINARIO ( p = mddulo de T)
= . .
, = Mom® nético
4.- Constancia del valor ¥ x 3L = —§— ¢ one™ | et
i m m = masa
Este valor es constante para el caso mis general:
a’z 3 3
— =y r ( ¢y = funcibn escalar de T)
dt
Efectivamente:
> > > 2 -
—9—(? x 9 r) - 2L X dr ,z X_Q__% = 0+ (Zx¥ y =0
dt dt dt d t dt
Salvo el factor constante masa, este vector corresponde al momento cinético, que

serd constante.

4.-1.- De lo anterior se deduce

la constante no es nula, inico caso que

También se deduce que las &reas

inmediatamente que el movimiento es plano cuando

consideraremos.

. b 3 . . .
barridas por r en el movimiento, son iguales para

tiempos iguales (teorema de las &reas).

Si ?1 es un tensor antisimétrico de giro de 90 grados en el plano del movimiento,

podremos expresar el teorema de las &dreas en la forma siguiente:

1 (constante del movimiento)

( 2

Observaremos que k., (que corresponde al médulo del momento cinético especifico),

2

puede tomar valores opuestos seglin el sentido de giro adoptado, pero, como se verd, pa-

ra los resultados que perseguimos, es indiferente cualquier eleccidn adoptada.
5.- A las anteriores constantes del movimiento, es interesante afadir una constan-

& <>
te vectorial s, de valor

cuyo valor resulta independiente del sentido de rotacién adoptado para ?l.

. b o s . . .
5.1.- La constancia de s la demostraremos a continuacidn por integracién de la

ecuacibn diferencial del movimiento.

Efectivamente, si multiplicamos ambos miembros por tendremos:

"8
Tll
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1 1
kq d 2 dt 1 d &
> > > >
k 7 T > - r® 1 r
A ?l<_kl___>=_(a*)dr]uB_r:__l__J__TJ_Q;_:
kl 03 dt ) 0 o dt

Por consiguiente la ecuacidn integral es

k >
2 ? + s = Constante = g

(o L 2

d
1
kl d 0

5.2.- La constante $ es la constante de Rongelet dividida por - k1 m.

Efectivamente:

5 k., ¥ - > k;
> 1 (kz ;o ak __1__): 1 \"(—T»l—f)dr]ﬁldr . }=
ky dt 0 k., d t dt 0
1 - > > > N k—f
= —— K} T, TxT, L2 3 % 2L [(? i;ixf/d = ] (T; B) + L =
K, at at g at 6
- - k., - -> kmf

_ 1 g (z % dr Y X r , . 1r 1 _ 1 (8 x4 r 1 )
kl \ d t d t 9} ) klm d t ¢}
y designando por o el valor - kl m, tenemos:
- =
2 1 drxa-*-cx r)
£ \ d t p
>
6.- Para determinar la trayectoria bastard, si es posible, eliminar I  entre
dt

las expresiones de las constantes.

Efectivamente, multiplicando la expresidn de %, miembro a miembro por T, y te-

niendo en cuenta gue se tiene

.—»—»d; > >
*( Ty Y= - T, r) = - k2
d t d t
obtenemos: 2 2
> > k o] > > k2
ST = - + o é===3> =sr +
k
kl 1

La trayectoria es pues un arco ilimitado de la cénica con un foco en el punto

de referencia, de ecuacidn:

g =+ 8
2= (3% +p? 2
p:i‘_z.
ky
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Para que p represente el semipardmetro y & al vector definido en §l. 5, habre-

mos de elegir el par de valores que verifica:

Hipérbola (e > 1) =====3 p< 0
Elipse (e < 1) =====3 p> 0

Parédbola (e = 1) =====3 cualquier par
El célculo de e puede hacerse previamente a la eleccibén de pareja, puesto que

verifica evidentemente

7.- Constante de las energias por unidad de masa.

En este problema que estudiamos se verifica:

_ a3 T a _a?2% at ¥ 4afF a 1 4dF% 2 kp
= 4 7 tkTT == By “53 ) =
dat 0 dat d t d t 0¥ dt d t 2 da t o
-
ey L o@ar2 ko
> 5 () : =k, (constante)

y para kl < 0, siempre es positivo k3.

es funcidbn de k., k, vy ¢. Puede comprobarse que es la

7.1.- Evidentemente, k3 1 2

siguiente:

2
(1 - 8% ki
2 k2

De agui deducimos

UL PO Ze=d 2° 5 1 == Hipérbola
2

~
]

0 E==3 e Pardbola

1l
-
™
Il
il
v

k, * 0 L=ty ©% 2 1 &== Elipse

De esta relacidn, deducimos también:

4 2
2
B2 = Pz- o = - ___k_2_
_ - _ .2
1-e k%(l e®) 2 kg
A = \ 1
P 2 ky

8.- Ejemplo 1°.- Determinar la trayectoria de un punto con las siguientes ca-

racteristicas de una posicién (base ortonormal).

g B 5 =—-5L—B I?g= OE k, = 4
at a 2 A 3 1
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~
N
]
Q|
iRy
Pty
K
]
=
N
[y
[}
= o
(=] [
e
—
w o
S
]
w

Ky

=

188

_ 3 o 1)f1), 1 (o)_ _3 2+o}=1 6}+016}
4 -1 0J)/[2 3 3 4 -1 1 4 [(-3 4 4 1
V37 _ 1 =====3 Hipérbola ===== p< 0
4
2
I S
Ky 4
= - 1 6
4 1
e Pl 120
1l = e2 Z
_ 27
7
% @ = 3/ 37
7
wo: (L3 wdh - - 2 6}
e 7 1
Por otra parte tenemos: k
T { 1 2 ] -4 -7, o -{Comprobacibn)_, 2k .
2 2 3 6
2 k22 27
b = - = - 27
2k3 7

8.1.- Ejemplo 2°. (Base ortonormal)

dr

> 0 3
) }= 1? § = z } k, = 10
dt A 2 A 4
Tendremos:

=mﬁh=5
S 24y - o z}z_:’ gt a3
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Tenemos también

Ky = 0230__10_=0
2 2 5

F.- CUADRICAS OSCULATRICES Y CURVATURA ( ESPACIO DIMENSION > 1 )

1.- Sean dos cuddricas Al y A2 con un punto 3 comfin, y que las respectivas tangen-
tes por 3 sean planos.

O lo que es lo mismo:

Sean dos cuddricas propias reales Al y Az, y unlpunto @ 3 comfin a ambas y no cen-

tral de ninguna.

. . > 3
Decimos que las dos cuédrdicas son tangentes en a cuando los respectivos planos tan-

gentes por a , coinciden, coincidiendo también por tanto, las respectivas normales por a.

Decimos que las dos cuddricas son osculatrices en 3 cuando, siendo tangentes en 3,
verifican la siguiente condicidn:

Consideremos las dos culdricas y el punto que resulta de cortar Al, A2 y la nérmal
en 3, por un plano paralelo al tangente en Ey y a una distancia n del mismo. Consideremos

las ecuaciones de dichas dos cuiddricas respecto al punto, en el espacio del plano secante.

La condicién es que las dos ecuaciones sean equivalentes en un entorno infinitesi-

>
mal de a, al tender n a cero.

1.1.- Sean dos puntos B y B' uno de cada cuddrica (de las tangentes en 3), tales
que B-3 y B'-3 tienen la misma componente tangencial Z. La anterior condicidn para que

¥ . -> . . .
las cuddricas sean osculatrices en a, es equivalente a la siguiente:
. . > * .
La diferencia entre el versor de la normal en b y el de la normal en a, tiende a
. . . . . o
coincidir con la diferencia entre el versor de la normal en b' y el de la normal en 3,
> 5
cuando z tiende a cero.
Esta equivalencia se estudiard m&s adelante .(§ 17).
2.- En adelante, y de no indicar expresamente lo contrario, cuando digamos que dos

cuddricas son tangentes u osculatrices en un punto, entenderemos que las cuddricas son

reales y propias, que el punto es comlin a las mismas y que tal punto no es central para
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ninguna de ellas.

3.- TEOREMA 1°.- Dos cuddricas Al y A2 son tangentes en un punto, si, y solo si,

. . 3 > > .
los coeficientes vectoriales VY Vv, de sus ecuaciones respecto al punto son vectores de

igual direccidn.

Sean, referidas al punto las siguientes ecuaciones de las cuddricas:

A > -> - . 5 - - _ 0
1 T (x ® x) v, x =

— [» @ > 2 - - _ 0
A2 T, (¥ X) 4 vy X =

- - L o
en las cuales v, y v, no son nulos, pues las ecuaciones no se refieren a un centro.

Las ecuaciones de las respectivas tangentes en el origen son:
> > 0 - - 0
v, X = v, X =
1 2
y como las tangentes deben coincidir, sus ecuaciones serdn equivalentes y por consiguien-

te
(In : A #£ 0) @ v =xx72

> -

4.- TEOREMA 2°.- Sean dos cuédricas Al Yy A2 tangentes en un punto y sea vy =X Vs

la relacidn entre los coeficientes vectoriales de sus ecuaciones referidas al punto. Tales

cuddricas serdn oscvlatrices en el mismo punto, si, y solo si, las proyecciones de los

- -
coeficientes tensoriales Tl Yy T2 sobre el plano tangente verifican la relacidn

T' = A ?’.

1 2

Sean las ecuaciones respecto al punto de tangencia de las cuddricas tangentes, las

siguientes:
- > - > >
15 (x ® x) + 2 vy x = 0
- -> >, -5 ->
5 (x ® x) + 2 vy, X = 0

5
Las ecuaciones respecto al punto n en direccién de la normal serén:

e - > > ? > e ->+ - - > 5 > »+_0
Tl( X 8 x) + 2( oon + vl) X Tl(n ® n) + v, no=
> - > -> > -> > > @ - 2 -> —»_0
rz(xEx) + 2 T2n+v2) X + T2(n n) vy, n =
y desarrollando las expresiones:
= > > + 2 =% = > 2 - —->+ —% ») 2 > »_0
11(x B x) (Tl x) n + Vl X ( 1 n vl n =
»{v» - 5 = > - > - - = 2 - —>_0
T, (x B x) + (12 X) n + 2 vy X + (T2 n) + v, n =

> > . .
Cuando n y x tienden a cero, pueden despreciarse en cada ecuacidn los valores de

los términos segundo y cuarto frente al valor del quinto, con lo que gueda:

> -> > - -> - =
rl(x Box) + 2 vy % ot 2 v, n = 0
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Como vy Yy 32 tienen la direccién normal a la tangente comin, tendr&n una pro-
yeccidn nula sobre el plano tangente. Por lo tanto, designando por ?‘l Y ?'2 a las proyec
ciones de ?l y ?2 respectivamente sobre dicho plano, tendremos por ecuaciones de las
cuddricas intersecciones de las cuddricas originales por un plano paralelo al tangente
comin y a la distancia A, referidas al espacio de dicho plano, y al punto A, las siguien-

tes:

v - = =
Sabemos gque por ser tangentes las culdricas en el punto comin, tenemos Vl=k V-
Por consiguiente las anteriores ecuaciones seridn equivalentes si, y solo si, se verifica
-> >
'y = A T, -

En consecuencia queda demostrada la proposicidn.

5.- Consecuencias de los pdrrafos anteriores.
. . . ] ¥ 1
12.- gi dos cuidricas son osculatrices (resp. tangentes) en a, sus interseccilo-
vy . g > 2 g .2 o
nes con una variedad de dimensién n' > 1 gue contenga a a, son también osculatrices (resp.
>
tangentes) en a.
a . P ; 5
2% - gi dos cuddricas son osculatrices en un punto y una de ellas es un m~cilin=
dro, también lo es la otra, y coinciden las direcciones de las generatrices cilindricas.
a " . i y .
3% - gi dos cuddricas son osculatrices en un punto, también lo son en cualquie-

ra de su generatriz cilindrica.

a

4% .- 8i, en un punto, dos cuddricas son osculatrices (resp. tangentes) de una
tercera, son osculatrices (resp. tangentes ) entre si.
6.- Vamos a considerar ahora algunas propiedades del tensor 1 proyeccidn del

. « " = . - "
coeficiente tensorial 1 de la ecuacidn de una cuddrica sobre el plano tangente en uno de

sus puntos.

6. 1.- E1l tensor 7' es invariante respecto al punto de referencia utilizado en
el cédlculo.

Puesto que tanto el coeficiente T como el plano tangente y su coeficiente ?2

tienen esta invariancia.

6. 2.- El tensor 1' coincide con T (enel espacio de 1) si, y solo si, el
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punto de tangencia pertenece al vértice de una cuddrica sin centros.

Sea la ecuacibén de la cuddrica respecto al punto de tangencia:
T(XBX) +2V%% = 0 (con v #0)

La ecuacibén de la tangente ser& por tanto:

> > ;I) > > > v®E Y >0 >
TE =0 4===> V3% = § &===> (Tg = T 51 %= 1)
-> -+
v v
; >y E . -0 > .
Evidentemente, 7' = 7 si y solo si Im( I - T ) @2 Imt o lo que es lo mismo
( Im _{2 = conjunto vectores direccién V)
Im ?2 =Nuc(f—%‘g)cNuc¥ &===> VY & Nuc 7

La ecuacibn de la cuidrica es pues la de una cuiddrica sin centros referida a

un punto del vértice.

6. 3.- El tensor 7' es nulo si, y solo si, la cuidrica consiste en dos planos

paralelos o en dos planos secantes.

Partamos de las anteriores ecuaciones de cuddrica y tangente y de que, por lo
] ) . >
visto en el p&rrafo anterior, es necesario v¢. Nuc T .
- - =
a) V#Nuc T 3 _x;ﬁlmT g
Tendremos:

Im ?g #Im—{ b===3 Im(f-?g)j Nuc 7T

y siendo Im( T - '{2 ) un plano y no teniendo Nuc 7 dimensién superior a la de un plano,
existird siempre un vector w tal que weiIm( T - ?g) ;oW #Nuc T, para el que ten-

dremos:
Tas [@-) c3r@-300T% = (1-30) 1%

. > >
Ahora bien, el vector T w no es nulo puesto que w ¢ Nuc

reccidn de ?/', que es la de Nuc( - })2 ) porque Tw pertenece a Im
Por consiguiente la expresidn de 1'Ww no se anula Yy por tanto T # 0.

b) veIm T .

Tendremos:

- > Im(—f—_{g)DNuc?

i B

Nuc (T -7, ) Im 7 ===

Por otra parte, de la expresién

EX -?ﬁ)*?*(f~?g)
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e : . . 4 = o
deducimos que para que 7' sea nulo es necesario y suficiente que cada vector 1 de

Im( T - ?2 ), verifique T 1 =) ¥V, siendo ) cualquier escalar nulo o finito, y asi per-

tenezca 1 1 a Nuc ( I - ?2 ).

El conjunto de vectores 1 que verifica la condicidn anterior es
U 22713 + nue 7
A

Por consiguiente, de la condicién anterior y de la hipbtesis inicial se des-

prende que tendremos T' = 0 si y solo si se verifica
Nuc T C.Im(T-'{? eV A TR+ Nue 7
A

y como Im (T - ?g ) es un plano, solo se verificard la condicidén en dos casos:

1°.= Dim Nuc 7 =n - 1 ( o sea Dim Nuc 7 = Dim Im (T - ?i ))
Entonces la expresién condicionante se reduce a
Im ( 1= ?2 ) = Nuc ?
y la cuddrica consiste en dos planos paralelos.
29 .= Dim Nuc t =n - 2
Entonces la condicibén para que se anule T' es
Im(T—?g)= UaTts + Nue?
A
lo que equivale a su-'vez a:
(W ) (Wi AeNucT): (AT 13 +7%) =0 &= 775 Fav =o.
y la cuddrica es un cono con dim Nuc ? =n - 2, o lo que es lo mismo, la cuédrica con-

siste en dos planos secantes.

6. 4.- Observacién.

Si bien el coeficiente tensorial 7 de la ecuacibn de una cuddrica o de una
variedad lineal, y por tanto el tensor T proyeccidn de T sobre la variedad no varian
por razén del punto de referencia, no debemos olvidar que, para un mismo punto de refe-

rencia, podemos establecer una infinidad de ecuaciones equivalentes cuyos coeficientes

tensoriales solo difieren en un factor escalar no nulo.

Pero habida cuenta que este factor escalar afecta a todos los demds coeficien-
tes, no variardn muchas caracteristicas de los tensores como, por ejemplo, los vectores
propios, nficleo, imagen, razdn entre valores propios, cocientes de los valores propios

por el médulo de otro coeficiente, etc.

7.- TEOREMA 3°.- Dos cuiddricas sin centros, osculatrices en un punto comn

/
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de sus vértices, coinciden.

Las ecuaciones de las dos cuddricas, referidas al punto comln del vértice, son:

(¥, # 0; ¥ € Nuc 7;): T ERR) 427 X=0
(¥, # 0; ¥V, €Nuc 1): ?2(§a§)+2$2§=0
Siendo tangentes en el vértice, tendremos 31 = A 32,
y siendo osc latrices en el vértice, tendremos ?‘l = ) ?'2,
y, como se ha visto en §6.3, se verifica ?l = ?‘l; ?2 = ?'2

Por consiguiente tendremos también Ty < AT, vV las ecuaciones son equivalentes.

2

8.- TEOREMA 4°.- Dada una cuddrica propia real cualguiera, para todo punto no
central de la misma existe siempre una cuidrica osculatriz sin centros, con vértice en el

punto, y es flinica. Para It =0 degenera en el plano tangente.

La ecuacibén general de la cuddrica referida al punto es de la forma:
> > > > > >
(v # 0 ): T(x®x) +2vx=20
o . >
Si T' es la proyeccidn de T sobre la tangente en el punto, tendremos que la
ecuacidn
>, > > > >
T'"(x B x)+2vx = 0
-> . T i Y
por ser v ortogonal a la tangente en el origen y por tanto a Im t' , es la ecuaciln de
una cuddrica sin centros y con vértice en el origen. Es también osculatriz en el origen

. . ; > o >
con la cuddrica original, puesto gue la proyeccidn de t1' sobre la tangente comfin es t'

(8§ 6.2)

Es {inica, puesto que si hubiese otra, su ecuacidn deberia tener iguales coefi-

cientes o proporcionales.
> . :
Para t' = 0, la ecuacidn se convierte en
o sea la cuddrica degenera en la tangente.

9.- En un espacio bidimensional, una pardbola tiene un solo circulo osculador
en el vértice. Dada la pardbola por su ecuacidn general relativa al vértice:
pEaf)(x@x +2vx = 0
(% = versor de la direccién de la tangente en el vértice; V= vector normal a la tangen-
te en el vértice)

Y
el centro del circulo osculador es e = - N
u
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Pues la ecuacidn del circulo osculador, por ser tangente en el vértice, ha de
tener la forma:
(Fr #0): XI(X®X) +2vx =0

Yy por ser osculador tendremos

(T-7 saf*x3F-3% =y @rd) == A (T-7 - ,2ad
Pero tenemos
=4 e > e > »Q“) > >0 - >
?O = X_%EX T=ftg¢t+ Y +2V y por tanto I - T =t & t &==> py =)\
v v

El circulo osculador queda pues determinado por la siguiente ecuacién:
> > > > >

UI(x®x)+2vx = 0

El centro del circulo seré

= - Dl ¥v=-

= l<+

9.1.- Consecuencia
En un espacio bidimensional y en un punto de una cuddrica, hay un circulo os-

culador y uno solo. En el limite coincide con la tangente y su radio es infinito.

10.- Llamamos radio de curvatura de una cuddrica real propia en uno de sus

puntos y respecto a una variedad bidimensional perpendicular en el punto a su tangente,
al radio del circulo osculador, en el punto, de la cuddrica intersecciédn de cuidrica

original y variedad.

Llamamos curvatura de una cuddrica real propia en uno de sus puntos y respec-
to a una variedad bidimensional perpendicular en el punto a su tangente al valor inverso

del radio de curvatura.

TEOREMA 5°.- Sea la cuddrica real propia de ecuacién ?(g ® ;) + 29 % =0
referida a uno de sus puntos, y una variedad bidimensional, que lo contiene y es perpen-
dicular a la tangente del punto, de ecuacién To% = 0.

1

Si la proyeccibn ortogonal 7' de T sobre la tangente, expresada en el siste-

ma ortoformal de vectores y valores propics de su espacio imagen es T = oy (gi ® gi) vy
>
si t = Bj ej es el versor de la interseccidn de variedad Y tangente, la expresién del
radio de curvatura y curvatura de la cuidrica correspondiente al punto y variedad, es:
2 |
_ 1 v ! . 1 B ‘ :E ai Bi !
o = | i —_— = S—

i ZEi i

o ) v l
1

Evidentemente, para un mismo punto y variedad bidimensional tanto el radio de

curvatura como la curvatura, son los mismos para todas las cuddricas osculatrices en el
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punto. Podremos pues sustituir la cuddrica dada, para el célculo de curvaturas, por la

culdrica de ecuacidn:
->
TVERX) +2V%=0

gue no tiene centros y es osculatriz en el punto, que resulta su vértice.

Si llamamos B al versor de la normal en el punto, seré A ortogonal a £ y el

tensor unidad del espacio de la variedad bidimensional seré:
-3 -teat+Ami
1
La proyeccién de T' sobre dicho espacio es
Tr= @ -7 x 3o @ - 30

1 1 )

Emt+iam *[So, @ B3 * kptrRaD] -

e [fo@,88) * @8] - Eat Sl EEHEBI]-

d.

Ezai(ﬁ éi>2] (T 8 %) N (Z oy gf) (FT g

La proyeccién de v es

= (1-30v - Ret+RaRT =T

La cuédrica bidimensional interseccidn tendrd por ecuacidn:

>
_ . > > > > > > _
(k= S a; B; ): kEad)(x®x) +2vx=0

que en el espacio de la variedad corresponde a una pardbola con vértice en el origen.

El centro del circulo osculador serd por lo tanto
-
—
E:a. B2
i i
y en consecuencia, el radio de curvatura y la curvatura son, respectivamente:
|

& = -

2
. v | 1 So; B3
p = 3 ; —_ = | =
a8 b v

11.- Sea una cuddrica real propia y uno se sus puntos no central.

Llamamos direcciones principales de la cu&drica en el punto, a las direccio-

'y > . . . =P .
nes propias del tensor t1', proyeccibn ortogonal del coeficiente T.de su ecuacidn, sobre

la tangente en el punto.

Variedades normales principales de la cuddrica en el punto, son las varieda-

des bidimensionales determinadas por la normal en el punto y una direccién principal. Son

por lo tanto ortogonales al plano tangente.
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Tanto las direcciones principales como las variedades normales principales son

evidentemente comunes a todas las cuddricas osculatrices en el punto.

Secciones normales principales .- Son las cuddricas que resultan de la intersec-

cidén de la cuddrica con una variedad normal principal. Para dos cuddricas osculatrices
en el punto, son dos cuddricas también osculatrices en el mismo, del espacio de la varie

dad normal principal comin.

Radios de curvatura principales y curvaturas principales. Son los correspondien-

tes a secciones normales principales en el punto. Para dos cuddricas osculatrices en el

mismo, sus valores son comunes.

12.- TEOREMA 6°.- Si los versores propios de ?'(proyeccién ortogonal del coeficien
te ? de la ecuacidn de una cuiddrica sobre la tangente en un puntq} es decir, de las direc-
ciones propias de la cuddrica en el punto, son (gi) con valores propios (ai), y el coe-
ficiente vectorial de la ecuacién de la cuddrica referida al punto es v, los radios de
curvatura y curvaturas principales de la cuddrica en el punto son, para cada direccidn

. . -> . .
principal ei, los siguientes:

- v 1 _ %i
Py T T S
oy 0 v
Pues el coeficiente Bj serd nulo para j # i y valdrd 1 para j = i, convirtiéndo-

se asi las expresiones generales en las anteriores.

Wemos que las curvaturas principales nulas o radios de curvatura infinitos, co-

. . >
rresponden a vectores propios de valor propio nulo, o sea a los vectores de Nuc 1T'.

13.- Aungue los radios de curvatura son mbédulos y por tanto siempre positivos,
podréd convenir considerarlos como mbédulos del vector centro -c = n y darles valores de
distinto signo cuando los centros caigan en distinta zona de las dos en que el plano
tangente divide al espacio. Podemos convenir a tal efecto, por ejemplo, que un radio

principal de curvatura tiene siempre el signo del valor propio correspondiente.

Con tal convenio podemos escribir:

y tendremos que, algebraicamente, los mé&ximos y minimos de la curvatura corresponden a

los valores propios méximo y minimo respectivamente.
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También se deduce que si hay curvaturas principales de signos opuestos existen

siempre secciones normales con curvatura nula.

> 5 5 J
14.- De los valores 7' y Vv que determinan las curvaturas de una cuddrica en un

punto, se pueden deducir diversos escalares caracteristicos.

Asi por ejemplo:

a) Curvatura media (valor medio aritmético de las curvaturas principales):

o §
1 _ 1 2: i = 1
Pm n -1 v (n - 1) v
( 61 = Traza de 7')
b) Coeficiente de curvatura de Gauss (producto de las curvaturas principales):
#] I 1 _ ' ’ % _ sn = 1
1toey i v vt
( 5n -1 Determinante de 7' en el espacio de la tangente, 6 invariante n - 1 de la
ecuacidn caracteristica de <z1', considerando I' en el espacio total).

15.- Todo los dicho respecto a la curvatura de una cuddrica es aplicable a la

curvatura en un punto de una superficie cualquiera cuya ecuacidn referida al punto sea

> >
0=2v%+ T(ZERI + ?3(xxx&§)+.......
si sustituimos la superficie por la cuddrica osc latriz en el punto cuya ecuacidn seré:
> > > >
0=2vx + (x 8 x)
16.- Consideremos en el centorno del punto un sistema coordenado curvilineo de
las siguientes caracteristicas:

a

17.- A todo punto de la superficie corresponden n = 1 curvas coordenadas que es-—

t&n en dicha superficie, de manera que esta puede estudiarse como un espacio riemanniano
de n - 1 dimensiones.

a

27.- En todo punto de la superficie la enésima curva coordenada, para la gque so-

n : .
lo varia la coordenada y , es ortogonal a la misma y el vector base correspondiente a la

o . . =5 >N . 2
misma es unitario. Por tanto, e, = e yes perpendicular a los demd@s vectores de la ba-

>

gh , en los puntos de la superficie: 6i(gj en) =0 .

se natural (Ei) y a sus duales (e

Se verifica:

17.- TEOREMA 7°.- Consideremos, para un punto de la cuddrica, el sentido de gn
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> >

TE X))+ 27

opuesto al del coeficiente v de su ecuacidn x = 0 respecto al punto.
Resulta:
—’l
El tensor simétrico —— = I, del espacio tangente, es la proyeccién sobre el
v
mismo de vV B gn y V& an y las coordenadas de T en el espacio tangente son las magni-

tudes fundamentales de

a) .- Vamos a hallar

Gauss de segundo orden correspondientes a culdrica y punto.

una e xpresidn de dgn = ad" a1 pasar del punto origen- al

punto dx de la superficie:

" s >N b 3 .
Versor normal en el punto origen: e =e = - —
v
> -
dx + v
Versor normal en el punto dx: -1
> > > 2
(tdx + V)
Pero se verifica:
> :[)d}_z e Td; > }’d}?
> > > e = e - —
_ _1dx + v _ n v — n v ! n v 2
oy > 2 Tl TAX. 2 - A% = a5 - .
ViEax + o V& - 5% 1 -2 2 1 - EBEZ
n v v n v n
>, - > > . > -
> dx dx = -+ d dx > >
= i Xy (1 4 IOXZ oy - g - LZX 4 (1 2 y3& =
n v v n n v v n n
> > > o> > >
- > X > > d:z > > > dx
= e 1d + (e ® ) L = % = (fT-8a = jramt
n v n n v n n n v
. > = % y .= .
Ahora bien, I - e, ® e, es el tensor unitario G del espacio tangente y por tan-
to:
n > Tdx
>
de = de =—-§_T___.
n v
> P < ; ; " >
Por ser dx un punto de la cuddrica, se diferencia infinitamente poco de Gdx,
G *x 7T x G . 5 e
y como T es la proyeccibén de T sobre el plano tangente, se verifica:
n > L >
> >
de” = de_= - TV %= - Ldx

Por consiguiente, -1, coincide

tensores V &

b)
un tensor de

variedad las

Efectivamente, si ¢ es el tensor unitario del
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con la proyeccidn sobre el plano tangente de los

" y VB® En. (Derivadas) .
Sea el tensor 1T = Ej ® B y su proyeccidn 7' sobre una variedad. Si S es

> >3

dicha variedad, ¢ sea, expresable por 5 = ay ® b~ , perteneciendo a la

. . = 1 .
direcciones de los a; vy b , se verifica:

s > >
T'aF T G

espacio de la variedad, por ser



simétrico tendremos?i

1]

2, =
T.0

@, 8 &) @, 8 5Y = [@pa, ] (@) 8] = [a, e ) [# @] -

=@ 3) @Y - G edh@E sesh = 732

_ > > > B > > > _ _
L= (vB3NE; BEy E(eiv )en—] g5 = 8y 8,08,
> o >
= - en(cSl ej )= - en( 613 x)

Las Lij son pues las magnitudes fundamentales de Gauss de segundo orden correspon-

dientes al punto.

18.~- Consecuencias de los pérrafos anteriores.
a _ _ - n A .
=135 =7 Tign Tinj Ti g 2 Sn 915
; ]
L3 =-r,
i in

a ; ) ; ;
2 .- Los radios de curvatura y la curvatura en direccidn del versor t se pueden

expresar por

o = _:___l____ : 2 7Ty
Lt aei P
Puesto que para la base ortonormal (Ei) de versores propios de T , con t= Bj pj
se verifica: N N s 5
>y S a.(p. ®p.) a,B -
ttead) = — Xtaed - - it Wt (Zs. b, ®ER, P ) = ———
v v 33 k "k v

a

. . 3 . i N .
37.- En vez de utilizar un versor E, podemos utilizar un vector u de igual direc-—

; > ; ;
cidén. Tomando una base (ei) del espacio tangente, si este vector lo representamos por

G = s E = uk Ek, tendremos:
Es bro] ui uj
1 Istmst) L (stmst) _ T@ma _ i
o] 52 G(st & s%) (u ® u) g o o
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