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Introduccio

La resolucid de problemes és una metodologia activa d’aprenentatge que estimula I’ad-
quisicié de coneixements i, alhora, ajuda a desenvolupar competéncies. Per competéncia
s’entén la capacitat d’utilitzar en ambits diversos, i de forma transversal, els coneixe-
ments i les habilitats apreses préviament. Esser competent en una tasca determinada im-
plica comprendre la tasca que cal realitzar, reflexionar-ne i decidir finalment la millor
accio a fer per executar-la eficientment. Tothom que hagi resolt algun problema de ma-
tematiques veura de seguida el parallelisme entre el que significa ésser competent i les
fases de resoluci6 d’un problema: primer s’ha de comprendre bé I’enunciat, després s’ha
de reflexionar per ubicar el problema en un context més o menys conegut i, finalment,
s’ha de triar una estratégia que condueixi a una soluci6. Per tant, resoldre problemes és
una bona manera d’assolir competéncies.

Al mén de I’enginyeria es fan servir models matematics on apareixen de forma natural
les equacions diferencials. Es per aix0 que assignatures d’aquesta tematica s’inclouen
als plans d’estudis dels graus de qualsevol tipus d’enginyeria. A I’Escola Técnica Su-
perior d’Enginyeries Industrial i Aeronautica de Terrassa (ETSEIAT) se n’imparteixen
tres. Aquest text que presentem esta pensat per als alumnes d’assignatures d’equacions
diferencials i és fruit de I’experiéncia dels autors en la docéncia a I’ETSEIAT.

Atés el nou paradigma de I’ensenyament universitari, amb menys hores de classe presen-
cial i més émfasi en I’aprenentatge autonom, ens ha semblat oportl oferir una colleccio
de problemes resolts d’equacions diferencials per tal que els estudiants disposin de mo-
dels de problemes que els serveixi de guia en el moment que n’hagin de resoldre altres
de similars. A més dels exercicis resolts, s’ha inclos un recull d’exercicis per resoldre
(amb les seves solucions respectives) amb la finalitat de consolidar I’aprenentatge de
cada tema.

El llibre esta dividit en sis capitols. Al primer es veuen problemes sobre aspectes generals
de les equacions diferencials ordinaries, com ara comprovar si una familia determinada
de funcions és solucié o no d’una equacid o dibuixar-ne el retrat de fases. El segon capitol
esta dedicat a I’estudi de les equacions de primer ordre. Al tercer es presenten aplicaci-
ons classiques de les equacions diferencials, com poden ser el buidatge de dipdsits o el
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creixement de poblacions. El capitol quatre es dedica a la resoluci6 de les equacions
lineals d’ordre superior. Al capitol cinc s’aplica la transformada de Laplace (eina usada
abastament pels enginyers) a la resoluci6 de les equacions lineals. S’ha procurat il-lustrar
les resolucions dels problemes amb grafiques que ajudin a entendre més bé tot el procés.
Finalment, al capitol sis, s’inclouen les solucions de tots els problemes proposats al final
de cada un dels temes.

Per acabar, volem agrair la collaboracio dels companys del Departament de Matematica
Aplicada Il, que han aportat idees i suggeriments, i també I’oportunitat que ens ha donat
Iniciativa Digital Politécnica de posar aquest text a I’abast de tothom.

Els autors.

Maig 2012.









Generalitats sobre les equacions diferencials ordinaries %

Generalitats sobre les equacions
diferencials ordinaries

1.1. Problemes resolts

. 1, ., L
Problema 1. Comproveu que el feix de corbes y = P és soluci6 de I’equacio
y = y2. Resoleu aquesta equacio diferencial i dibuixeu-ne el retrat de fases.

Resolucié

La comprovacio és facil: només cal derivar

Aquest feix de corbes és solucié de I’equacio, perd potser no totes les solucions son
corbes d’aquesta familia.

Resolem I’equacio per trobar-ne totes les solucions. Es de variables separables:

1

Per fer el pas anterior és necessari que y sigui diferent de zero. Com es pot veure imme-
diatament, y = 0 també és solucié de I’equacié. Integrant, obtenim

1
—-=x+C,
y

13
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0, equivalentment,

Y=o

que és el feix de corbes (hiperboles) de I’enunciat.

El retrat de fases esta format per hiperboles i per la recta y = 0, I’eix d’abscisses. A la
figura 1.1, en tenim unes quantes.

Fig. 1.1 y
Retrat de fases de \
y/:yz

Problema 2. Resoleu I’equacié y = ay de dues maneres diferents:
a) per separacio de variables;
b) a partir de les funcions y = ke®.

Dibuixeu-ne també el retrat de fases, segons els valors de a.

Resolucié
a) En primer lloc, escrivim I’equacid diferencial de forma adequada:

d—y:ay = d—y:adx = /Q:/adXJrc.
dx () y y

Integrem ambdds costats de la igualtat anterior
Inly| = ax+c.

Per aillar la y, apliquem I’exponencial —que és la inversa del logaritme— i n’obte-
nim

ly| =€ — y==ee™.
D’aqui tenim y = ke®™, amb k £ 0, ja que € #£ 0.

14
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Notem que hi ha un pas (x) on hem dividit ambdds termes de la igualtat per y. Aixo
és possible si y# 0. Hem de vigilar si y = 0 és una solucid i, en cas afirmatiu, si I’hem
perduda pel cami. En efecte, y =0 n’és una solucié perque y = 0, i aleshores se satisfa
I’equaci6 diferencial: 0 = a-0. Tanmateix, observem que la corba corresponentak =0
de la colleccié de solucions y(x) = ke®™ és precisament y = 0. Per tant, ja quedara
inclosa si hi afegim k = 0. La soluci6 general és, doncs, y = ke®™, amb k € R.

Considerem les funcions y = ke™ independentment de I’apartat anterior. Es clar que
les corbes d’aquest feix son solucions de la nostra equacid diferencial y = ay. Araens
preguntem si totes les solucions son d’aquesta forma. Comprovarem que la resposta
és si.

Sigui y = ¢(x) una soluci6 qualsevol de y = ay, és a dir, ¢’'(X) = ap(x). Volem

comprovar que ¢ (x) és del tipus y = ke®. Considerem la nova funci6 f (x) = ¢ (x)e .
Calculem-ne la derivada respecte de x:

f'(x) = ¢'(x)e™ —ap(x)e"™ = e *[p'(X) —ap(X)].

Atés que y = ¢(X) és una solucid de y = ay, satisfa ¢’(x) — ap(x) = 0. Aixi, doncs,
f’(x) = 0. Per tant, deduim que

fx)=C = ¢pxe*=C = ¢(x)=Ce,

com voliem veure.

Finalment, dibuixem el retrat de fases de y = ay. En distingim tres casos, segons els
valors de a.

Fig. 1.2
Corbes integrals de
y=ay,amba=1

15
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Cas1: a> 0. Lafigura 1.2 en representa les corbes integrals:

= Perak=06sIeixy=0.

= Per a k > 0 s6n exponencials creixents que omplen el semipla superior.
= Per a k < 0 s6n exponencials decreixents que omplen el semipla inferior.

Cas2: a< 0. Les solucions corresponen a la figura 1.3:

= Perak=0¢&sI’eixy=0.

= Per a k> 0 sdn exponencials decreixents que omplen el semipla superior.
= Per a k < 0 s6n exponencials creixents que omplen el semipla inferior.

Fig. 1.3
Corbes integrals de
Yy =ay,amba=-1

Cas 3: a=0. En aquest cas, I’equaci6 diferencial esdevé y = 0. La soluci6 general
és y =k, la colleccio de totes les rectes horitzontals. A la figura 1.4, les veiem amb
detall:

m Perak=0¢ésI’eixy=0.

= Per a k > 0 s6n rectes horitzontals que omplen el semipla superior.

= Per a k < 0 s6n rectes horitzontals que omplen el semipla inferior.

Fig. 1.4 y
Solucions de —
y'=ayquan a=0 A‘i y=k
r k>0
2
k=0
. B X
-3 -2 -1 1 2 3
-2
k<0

16
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Problema 3. Resoleu I’equacié y = 7 i eshosseu-ne el retrat de fases. Quina és la
solucid particular que passa pel punt (1,2)? Dibuixeu-la.

Resolucié

L’equacié y = 7 és d’ordre 1. Directament, sabem que totes les funcions amb derivada
constant 7 son de la forma y = 7x+c, on ¢ € R. La soluci6 general és, doncs, y = 7x+-c,
¢ € R, una familia uniparamétrica. N’hi ha infinites solucions. Notem que per cada punt
(X0, Yo) € R? passa una Unica corba solucid, que és una recta de pendent 7. El retrat de
fases és el dibuix de la figura 1.5.

Fig. 1.5
Retrat de fases de
y=7

Per a c =0, tenim la recta y = 7x que passa per I’origen. Els valors del parametre ¢ > 0
corresponen a les rectes que hi ha per sobre de y = 7x; aixo significa que hem desplacat la
recta y = 7x cap amunt c unitats. Analogament, els valors del parametre ¢ < 0 s’apliquen
a les rectes que hi ha per sota de y = 7x, és a dir, que hem corregut la recta y = 7x cap
avall c unitats. Les grafiques de totes aquestes corbes omplen el pla (si les dibuixem totes,
no hi veurem res, tot sera el negre de la tinta).

Fig. 1.6
Solucié particular que
passa per (1,2)

17
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La soluci6 particular que passa pel punt (1,2) és la corba y = 7x—5, que correspon a
¢ = -5, com s’illustra a la figura 1.6.

Podem donar una orientaci6 a cada corba solucié en el sentit en qué creix la x, és a dir, en
el sentit en que son recorregudes les corbes, tal com les hem representat a la figura 1.6.

Problema 4. Siguin f(x) i g(x) dues funcions derivables. Comproveu que I’e-
quacié diferencial associada a la familia de corbes y = Cf(x) + g(x) té la forma
Y + P(X)y = Q(x) —lineal de primer ordre—, on P(x) i Q(x) son unes determina-
des funcions que només depenen de x.

Resolucio

Derivem respecte de x el feix de corbes uniparamétric
y=Cf(x)+g9(x) (1)
i n’obtenim
y=Ct'(x)+d(x) (2).

De I’expressio (1), aillem el parametre C i el substituim en (2):

_y—-9(x) _ P, /
Ara conve escriure I’equaci6 diferencial anterior en forma estandard
PO iy 09X

Aixi, obtenim I’equacid lineal de primer ordre
Y +P(X)y=Q(X),

amb

Problema 5. Podem assegurar que el problema de Cauchy
(X +5) €Y =y —cos(x+2y), amb y(—4) =1,

té solucié Unica?

18
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Resolucié

Escrivim I’equaci6 en forma normal o estandard y = f(x,y):
y = (€ +5) €Y+ cos(x+ 2y).

En el nostre cas, f(x,y) = (x® +5)e“+% 4 cos(x+ 2y). EI domini de f és R2. Observem
que

= f(x,y) és continua en R? perqueé és suma, producte i composici6 de funcions continues
(polindmica, exponencial i cosinus).

f . . . (2 .
] ((;y =3 (3 +5) e’ —2sin(x+2y). Aquesta derivada parcial també és continua en R2

perqué és suma, producte i composicid de funcions continues (polindmica, exponencial
i sinus). Aleshores, el teorema d’existéncia i unicitat ens assegura que existeix una
Unica soluci6 que passa per (—4,1).

Problema 6. Sigui I’equaci6 diferencial y = — . Comproveu que per cada punt de

%l P

la forma (xo,0) passa una Unica corba integral.

Resolucié

L’equaci¢ diferencial y = — esta escrita en la forma normal o estandard y = f(x,y),

y8
1 . . . df(xy)
essent f(x,y) = —. Esclar que ni f(x,y) ni
(xy) = q ey ni —57

forma (Xo,0). Per tant, no podem aplicar-hi el teorema d’existéncia i unicitat i, doncs, a
priori no podem assegurar res sobre la unicitat de les solucions.

no sén continues en els punts de la

Aleshores, hem de resoldre directament la nostra equacio diferencial. A continuacio,
demostrem que, per a cada punt (xo,0), existeix una Unica solucid de I’equacié donada.
En efecte, aquesta solucio la podem trobar integrant directament:

dy 1 B Yy
ey = /ysdy_/dx+C = 3 =x+C.

Llavors, y° = 9x+ K. Ara, imposant que la corba passi per (Xo,0), tenim K = —9x,. Es a
dir, y° = 9x— 9%y = 9(X— o). Finalment, per aillar la y, cal determinar-ne I’arrel d’ordre
9. Ates que 9 és senar, existeix una Unica arrel real d’ordre 9. Per tant, obtenim I’inica
solucid que passa per (Xp,0):

Y= v9X~X).

A lafigura 1.7, podem veure la grafica de la soluci6 quan x, = 1.

19
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Fig. 1.7
Soluci6 particular que
passa per (1,0)

y
A

i y=v9(x-1)
1 .

1 1 L 1 1 - X

-4 -2 2 4
-1+
-2+

Problema 7. Calculeu I’equaci6 diferencial associada al feix de totes les circum-
ferencies del pla.

Resolucio

Per determinar una circumferencia qualsevol del pla, cal fixar-ne el centre (a,b) i el radi

r. Es clar que no existeix cap lligam entre a, b i r. L’equaci6 d’aquest feix de corbes és
triparametrica:

(x—a)’+(y—b)*=r?,

essent-ne a, b i c els tres parametres. Aleshores, I’equaci6 diferencial corresponent té
ordre 3. Per obtenir-la, cal derivar I’expressié del feix tres vegades i eliminar-ne els tres
parametres. Partim de

(x—a)’>+ (y—b)> =r2 (1)

Derivem I’equaci6 (1) implicitament respecte de x (és a dir, pensem y = y(X)) i simplifi-
quem

(x—a)+(y—b)y =0. )
Tornem a derivar implicitament dos cops més respecte de x:

1+(Y)*+(y—b)y'=0. (3)

3yy'+(y—h)y” =0. 4)
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Observem els tres parametres dins del sistema de les quatre equacions obtingudes. L’e-
quacid (1) és I’tnica que conté r perque en derivar la primera vegada ja s’ha eliminat sol.
Al seu torn, el parametre a és present a les equacions (1) i (2); ha desaparegut en fer-ne
la segona derivada. En canvi, el parametre b apareix en totes les equacions. Aixi, doncs,
la millor estratégia per eliminar-los és treballar amb les equacions (3) i (4), ja que aqui
nomeés hi ha el parametre b. A més, notem que b apareix en ambdues equacions dins el
terme (y—b). Per tant, és més comode treballar amb (y —b) que amb b sola. De (3),
tenim

1+(y)?
y'
Substituint a (4), aconseguim I’equacio diferencial

1+(y)?
y//

y—b=-

3yy' - y'=0

0, equivalentment,

YY) = [1+ )]y

Problema 8. Esbrineu dues equacions diferencials diferents que admetin y = x*
com a solucid.

Resolucio
Trobarem dues equacions d’ordre 1. Considerem les families de corbes
y=Cx' i y=x'"+K.
Es clar que la solucié donada, y = x*, pertany a les dues families anteriors. En efecte,

per al feix y = Cx*, n’hi ha prou a prendre C = 1 i, per al feix y = x* + K, només cal
seleccionar la constant K = 0.

= Quina és I’equacid diferencial associada a y = Cx*? Per respondre aquesta qliestio,
cal derivar I’expressio anterior i eliminar-ne el parametre. Tenim y = 4Cx3. Atés que
C = yx*, obtenim y = 4yx~*x?, és a dir,

4
Y:)—(Y-

= Quinaés I’equacio diferencial associada a y = x* + K ? En aquest cas, derivem I’equacid
de la familia de corbes i el parametre s’elimina sol: y = 4x%.

Aleshores, donem les equacions diferencials diferents que hem trobat:

A v
)/fxylyf4x.

21
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Problema 9. Determineu la familia de corbes ortogonals al feix y = >+,

Resolucio

El primer pas és determinar I’equaci6 diferencial associada al feix de corbes y = >+,
A lafigura 1.8, en tenim unes quantes, les corresponents als valorsde c= —-2,—-1,0,1, 2.

Fig. 1.8 y
Unes corbes de la familia
y:e(:H»S
1500 - CcX+5
L y —e
1000 -
c=-1 r c=2
c=-2 r c=1
500 -
c=0
-2 -1 1 2

Cal derivar I’equacio del feix i eliminar-ne el parametre. D’una banda,

y — ecx+5 y — Cecx+5

i, de I’altra,
Iny—5
y=€"* = Iny=cx+5 = c= yx .
Ara substituim la constant en I’equacio derivada i I’eliminem:
Iny—5 Iny—5 Iny—5
= e 5 = .
y < xp[ < X+ ] = Yy Y

. -1 . . .
El segon pas és reemplacar y' per v dins I’equacié associada:

dx vy
—— ==(Iny-5).
dy = x{MY-9)
Aixi hem obtingut una nova equacié diferencial, que correspon a la familia de corbes
ortogonal. Finalment, resolem aquesta nova equacié diferencial. Observem que és de
variables separables:

—xdx=y(Iny-5)dy = —[xdx=[y(Iny-5)dy+C =

22
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2
—XE = /ylnydy—5/ydy+C.

Calculem per parts la primera integral del segon membre, /ylnydy. Prenemu=Inyi

y2

dv = ydy. Aleshores, du = )}/ dyiv= 5 Per tant,

1 1 1 1
/ymww=§fMy—/EWW=§fmy—Zf.
Continuem amb els calculs:
X ¥ y 5

—E_Elny—z—7+c.

Simplifiqguem I’expressi6 anterior i n’obtenim el feix de corbes ortogonals:
%+fow—%>:—m
és a dir,
X2 +y? (Iny— %) =K.

La figura 1.9 mostra la grafica per a diferents valors de C.

y Fig. 1.9
Unes quantes corbes
N\ 1.5k / ortogonals a la familia
A\ / _aex+5
02,12 ¢ y=¢€
X“+y“(In y— 11/2)=-2C
L Vs

23
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Fig. 1.10
Families de corbes
ortogonals

Problema 10. Determineu la familia de corbes ortogonals al feix definit per I’e-
guacié x* +y* = ¢, amb ¢ > 0.

Resoluci6

Primer derivem i eliminem el parametre: 4x3 + 2yy’ = 0.

. -1 . .
Ara substituim y' per 7 a I’expressié anterior:
a¢—2Y —o.
y

Reordenant aquesta darrera equacid diferencial, n’obtenim

y 1

y 28
Com que les variables ja estan separades, podem integrar directament:

-2

X
Inly|=— +C.
==+
Aillant la y, tenim:

y:ke‘fi?.

A la figura 1.10, tenim dibuixades unes corbes representatives d’ambdues families de
corbes ortogonals.
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Problema 11. Les corbes equipotencials i les linies de forca d’un camp eléctric
formen families de trajectories ortogonals. Trobeu les linies de forca del camp

electric corresponents a les corbes equipotencials cosy = ae™.

Resolucié

Es tracta de trobar la familia de corbes ortogonals a cosy = ae™*.

Derivant aquesta darrera equaci6 i simplificant una mica, s’obté y'siny = ae*. O, equi-
. . -1 . . .
valentment, y'siny = cosy. Ara hem de canviar y' per 7 Es a dir, I’equacié que s’ha de

resoldre per obtenir les linies de forca del camp eléctric és

siny

cosy ne
dy - .
Posanty = d—i és clar que, en aquesta equacio, les variables es poden separar:
cosy
siny

Integrant a les dues bandes de la igualtat anterior, obtenim
—X+c=In|siny],
d’on
siny = ke
Finalment, aillant y, tenim
y = arcsin (ke ™).

Observem que la familia de corbes definida per cosy = ae * només té sentit quan —1 <
ae* < 1. De la mateixa manera, la familia ortogonal que hem trobat té sentit quan es

compleix una condicié analoga.

A la figura 1.11, tenim dibuixades ambdues families de corbes per a uns quants valors:

a=k=1,2,3,4.

Fig. 1.11
Families de corbes
ortogonals
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1.2. Problemes proposats

1. Comproveu si les funcions donades son solucions de les equacions diferencials pro-
posades.

a) y=x*éssolucié dey —y=ylInx?
b) y= e ?cos3x és solucié de y’ +4y + 13y = 0?

0) y— <2::X) és solucié de)/*ymz%( = 22%(?

2. Esbrineu les equacions diferencials associades als feixos de corbes seglients:

a) Les rectes de pendent 1.

b) La familia de circumferéncies de radi fix Ri centre arbitrari.
c) El feix d’exponencials y = Ke*.

d) Totes les circumferéncies del pla.

3. Eshosseu els camps de direccions determinats per les equacions diferencials se-
glients. Dibuixeu-ne I’orientacio positiva (en el sentit en qué avanga la x).

ay=2,

o) y =~
—X

c) y_7.

4. Podem assegurar que el problema de Cauchy

X+ e

y = m, amb y(1) = -1,

té solucid Unica?
5. Considereu I’equaci6 diferencial yy' = 3x°. Utilitzeu les funcions y; = 3 iy, = —x3
per comprovar que no hi ha unicitat de solucions en (0,0). S’hi pot aplicar el teorema

d’existéncia i unicitat de solucions? Per qué?

6. Trobeu I’equacio associada a cadascuna de les families de corbes segients i feu un
eshos de les seves grafiques. Quants parametres té cada feix?

a) Les circumferencies tangents a I’eix d’ordenades a I’origen.
b) Les circumferéncies que passen per I’origen.

7. Calculeu I’equacié diferencial associada a la familia de totes les circumferéncies que
passen per I’origen.
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8. Siguin f(x), g(x) i h(x) funcions prou derivables. Comproveu que I’equaci6 diferen-
cial associada a la familia de corbes biparamétrica y = C,; f (X) + C,g(x) + h(x) té la
formay’ +P(X)y +Q(X)y = R(x) —lineal de segon ordre—, essent P(x), Q(X) i R(x)
unes funcions determinades que només depenen de x.

9. Dibuixeu la familia de rectes que passen per I’origen de coordenades. Dibuixeu la
familia de circumferencies centrades a I’origen de coordenades. Formen trajectories
ortogonals?

10. Determineu les trajectories ortogonals de les families de corbes segients:

a) Les circumferéncies centrades a I’origen.
b) Les ellipses x2 + 3y?> =K.
c) Les paraboles y?> = —2x+C.

11. Deduiu si sén ortogonals o no cadascuna de les parelles de corbes segiients:

a) (x—a+y’=a> i 3yY—x=C.
b) ¢ =K i x+3y*=C.
c) y+iInly—x—2|=C i y=x+Ke™X

1.3. Breu resum teoric
Teorema d’existéncia i unicitat

Sigui I’equaci6 diferencial y = f(x,y), on f(x,y) té un cert domini D C R?. Suposem
que

= f(X,y) éscontinuaenD i

= 3—;(x, y) és continua en D.

Aleshores, per a cada (xo,Yo) € D, existeix una Unica soluci6 de I’equaci6 diferencial tal
que Y(X) = Yo (és a dir, satisfa la condici6 inicial o problema de Cauchy).

Equacid diferencial associada a una familia o feix de corbes
Sigui el feix de corbes uniparamétric

p(xy,c)=0 (1).
Derivem (1) respecte de x i n’obtenim una equacio en la forma

p(xyy.c)=0 (2).
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Clarament, la familia (1) satisfa I’equacié (2), pero encara hi ha el parametre. A conti-
nuacio, eliminem el parametre c de (1) i (2), i n’obtenim I’equaci6 diferencial

F(xy.y)=0
de la qual (1) és la solucio.

Si el feix de corbes té k parametres, seguim el procés anterior, perd derivem k vegades
I’equacié del feix multiparamétric i n’eliminem els k parametres.

Trajectories ortogonals

Per determinar la familia de corbes ortogonals a una altra donada, seguim I’esquema
seguent:

Donem la familia ®(x,y,c) =0

2

en trobem I’equacio diferencial associada : F (x,y,y) =0
1

-1
substituim er — :F(x,y,—=)=0
yp v (xy y)

?

integrem la nova equacid diferencial i n’obtenim I’altre feix ¢ (x,y,k) = 0.
Agquesta idea s’illustra a la figura 1.12.

Fig. 1.12

Feixos de corbes
ortogonals. Pendents de
les rectes tangents

* . pendent ;1 =l
N y m
N

\&ﬂw
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Equacions de primer ordre

2.1. Problemes resolts

Problema 1. Resoleu I’equacié diferencial
y = 4x+2y—2
O O2X+y+17

Resolucié

Es pot veure que es tracta d’una equaci6 diferencial del tipus y = f(ax+ by+c). Con-
cretament, y = f(2x+Y). Aleshores, és convenient fer el canvi de variable u = 2x+y.

Derivant, obtenim U’ = 2+ Y. Substituint a I’equacio, s’obté:

2u—2

u—2= )
u+1

Aquesta equacio és de variables separables. Per separar-les, només cal operar una mica:

U — 2u—2+2_ 4u
u+l Cu+1
I, per tant,
iuldu:mx. *)

Integrant a ambdues bandes de la igualtat, s’obté

u+Inju| = 4x+C.
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Fig. 2.1

Solucié general de
;o At 2y—2
YTy y+1

Finalment, hem de desfer el canvi de variable
2x+y-+In|2x+y| = 4x+C,
0, equivalentment,
y—2x+In|2x+y| =C.
y

6k

12 + Inj2x-+yl

Observem que a I’equaci6 (*) hem dividit per u. Es a dir, per 2x+y. Ens hem de pre-
guntar si la recta 2x+y = 0 és soluci6 de I’equacid original o no. En aquest cas, es pot
veure que si que ho és. Per tant, la solucid general és

y—2x+In|2x+y|=C i 2x+y=0.
La figura 2.1 en mostra la grafica per a diferents valors de C.

Problema 2. Resoleu I’equacio
(x2 + )—{)der (Inx+2y)dy =0,

suposant que x > 0.
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Resolucié

Es facil veure que es tracta d’una equacio diferencial exacta. Si denotem M(x,y) = x* 4 ¥

i N(xy) = Inx+2y, és clar que 5! = 9%

Per trobar la solucid, integrem, per exemple, M(x,y) respecte de x:

d)(x,y):/(x2+)—):)dx+C(y):X;erlnerC(y).

Ara, derivant aquesta darrera expressio respecte a y i igualant el resultat amb N(x,y),
podem determinar C(y):

%—3 = Inx+C'(y) = Inx+2y = N(x,y).

Per tant, C'(y) = 2y i, en consequéncia, C(y) = y* +C.

Finalment, la solucié de I’equacio diferencial sera

X3
3 +ylnx+y =k

y Fig.2.2
La figura 2.2 en mostra la grafica per a diferents 6h Solucid general de
valors de k. (2+2)ar+ (mxt2)ay =0
x3

—+ylnx+y?=k
3

33



% Equacions diferencials. Problemes resolts

34

Problema 2. Determineu les trajectories ortogonals a les circumferencies que son
tangents a I’eix d’abscisses en el punt (0,0).

Resolucio

Less circumferéncies que son tangents a I’eix d’abscisses en el punt (0,0) tenen equacio
X2+ (y—c)2=c?, ambceR.

L’equacid anterior també es pot escriure com x? + y?> — 2cy = 0. Si derivem aquesta
darrera expressio, obtenim

X+yy —cy =0.
Si aillem c, tenim
o XtW
y

Ara, substituint ¢ a I’equacié de les circumferéncies, obtindrem I’equaci6 diferencial
d’aquesta familia de corbes:

2y oy (W ):2— Yy
Xty y< v oy -

Ara hem de canviar y per —1/y. D’aquesta manera, ens queda
X2 —y?+2xyy =0,

que és I’equacié que hem de resoldre.
Si I’escrivim en forma diferencial, obtenim

(3% —y?)dx+ 2xydy = 0.
Com es pot observar, és una equacié homogeénia, ates que les funcions que acompanyen
tant dx com dy s6n homogenies de grau 2. Per resoldre-la, fem el canvi de variable
y = ux. Es a dir, dy = xdu+ udx. Aixi, obtenim

(%% — uPx?)dx + 2x?u(xdu + udx) = 0.

Simplificant, I’equacié anterior es redueix a

(14 u?)dx+ 2uxdu = 0,

que és de variables separables:
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Integrant, obtenim
In|x +Cy = —In(1+u?),
0, equivalentment,
In(]X|(1+u%)) =C,.

Prenent exponencials a ambdos costats de la igualtat i eliminant-ne el valor absolut, ob-
tenim

X(1+ uz) =C,
essent C € R.

Finalment, desfent el canvi de variable, obtenim la familia de corbes ortogonals que ens
demanaven:

X2+ y?
X

=C < X4y =Cx

0, escrita d’una altra manera, (x— K)2 +y? = K2

Es a dir, les corbes ortogonals a les circumferéncies que son tangents a I’eix d’abscisses
a I’origen de coordenades sén també circumferéncies: les que sén tangents a I’eix de les
ordenades a I’origen.

A la figura 2.3, tenim dibuixades y
ambdues families de corbes.

Fig. 2.3
Families de corbes
ortogonals
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Problema 4. Sigui I’equaci6 diferencial M(x,y) dx-+ N(x,y)dy =0.

a) Que s’entén per factor d’integracié d’una equacio diferencial?
b) Deduiu la condicid que han de satisfer les funcions M(x,y) i N(x,y) per tal

que I’equacid diferencial anterior tingui un factor d’integraci6 que sigui fun-
ci6 de z= z(x,y).

¢) Com podem determinar-ne un d’aquests factors?

Resoluci6

a)

b)

Suposem que I’equaci6 diferencial M(X,y) dx+ N(x,y) dy = 0 no és exacta. Una
funcié p(x,y) tal que

p(XY)M(x,y) dx+u(x y)N(xy) dy =0
és exacta s’anomena factor d' integracié o factor integrant de I’equaci6 diferencial.

A continuacio6, estudiem les condicions que satisfan les funcions M(x,y) i N(x,y)
perqué I’equacio diferencial admeti un factor d’integracio de la forma u(z).

Si u = u(2) és un factor d’integracio de la nostra equacio diferencial, aleshores
u(@M(xy) dx+p(2N(xy) dy =0

és una equacio exacta. Per tant,

5 [u@mixy)] = 5 [u@Ney)].
Aixi,
W@ S M D G =@ SN+ T
Llavors,
, dz az | N oM
wia) |G GoN] =) | 5550
D’aqui,
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Ateés que el membre de I’esquerra de la igualtat és funci6 de z= z(x,y), el quocient
de I’altra banda també ho ha de ser. Aquesta és, doncs, la condicié demanada:

N_om

ax dy
7872M,‘12N_F(Z)-
ay ox

c) Observem que la funcio F (z) es pot calcular a partir de I’equaci6 diferencial donada
i de la funcio z(x,y) que triem. Es a dir, el quocient

és conegut. Tenim la funci6 u(z) —la nostra incognita— dins d’una equacid dife-
rencial de primer ordre molt senzilla. Podem prendre

M(Z) _ efF(z)dz
com a factor d’integracid. Observem que a la integral de F(z) hem pres la constant

d’integracio nulla, per comoditat.

Problema 5

a) Demostreu que tota equacio diferencial ordinaria lineal completa de primer
ordre

Y () +P(X)y=Q(x)

admet un factor integrant que depén de x.
b) Comproveu que I’equacié diferencial

(2y—3x)dx+xdy =0

admet un factor integrant que depén de X i integreu-la.

Resolucié

a) Busquem un factor integrant u que depén de x: u = u(X). Per fer-ho, escrivim
I’equacié normalitzada, en forma diferencial, i després la multipliquem per u:

[P(x)y — Q(x)|dx+dy =0 = u[P(x)y — Q(x)|dx+ udy = 0.
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b)

Perque sigui exacta, cal que

Ip _ du[P(x)y—Q(x)]
ox ay

per tant, com que u = u(X), tenim que

!

‘U,, = [_,LP(X) — % = P(X) = u= e}'P(x)dx.

L’equacio (2y — 3x) dx+xdy = 0 és lineal i, segons hem comprovat a I’apartat (a),
admet un factor integrant u(x).

Dividint per x, I’equacio anterior es transforma en
(2% —3)dx+dy: 0.
S’observa clarament que, en aguest cas, P(x) = 2. Aleshores,
,u(X) — g/ Pdx _ e[%dx _ e|nx2 —
Per tant, podem escriure

(2y—3x)dx+xdy = 0 <= xg—i+2y73x: 0.

O, equivalentment,

Multiplicant pel factor integrant que hem trobat abans, s’obté

xzd—y

dX+2xy:3x2 = d (x*-y) =3%.

dx

Ara podem integrar a ambdues bandes de la igualtat (observeu que a I’esquerra
tenim la derivada d’un producte de funcions):

Xty =x*+c.

A lafigura 2.4, podem veure la grafica d’aquest feix de corbes per a diferents valors
de la constant c.



Xy-x3=c |

Equacions de primer ordre %

y Fig. 2.4
6k Solucions de I'equacié
diferencial
3 (2y—3x)dx+xdy=0
41+
2 [

Problema 6. Resoleu I’equaci6 diferencial

(3% 4 2xy?) dx — 2x°ydy = 0

a partir d’un factor d’integracio que sigui funcié de z= x+y>.

Resolucié

Pel problema (4), sabem que, per tal que I’equacid diferencial M(x,y) dx+ N(x,y)dy =0
admeti un factor d’integraci6 funcio de z= z(x,y), s’ha de complir

N_am
ax dy
0z Jz
ay M ox

on F(2) és una funcid de z que podem calcular.
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En el nostre cas,

M(X,y) = X* 4 2xy?, N(x,y) = —2x%y

i tenim
—hy—dy By By
2y(X2 4+ 2xy2) +2x2y  Axey+4Axy®  Axy(X+y?)
-2 -2

Aixi, doncs, I’equaci6 diferencial admet un factor integrant u(z) = u(x+Y?). Calculem-

lo:
w(z) = exp {/F(z)dz] =exp [/%zdz] .

———— . Multiplicant per aquest factor integrant, s’obté una nova
i _ (X+y2)2 p peraq g
equacio diferencial, que és exacta:

Prenem u(z) =z 2=

X2 + 2xy? 2x%y
dx— dy=0.
Hy2 T (kY

Ara cal trobar una funcié ¢ (x,y) tal que

dp X2+ 2xy

x = ey W
dp  —2X%y

ay e @

Integrem parcialment I’expressi6 (2) respecte de y i obtenim

¢mw=%/w:zyw+mm— <.

COXH+Y?

Per conéixer ¢ (x,y), n’hi ha prou a calcular f(x). D’una banda, derivem I’expressio de
¢ (x,y) que acabem d’obtenir,

0 2X(x+Yy)—x2 o X422y,
x0T Gy T

D’altra banda, per (1),

dp X2+ 2xy

X (X+y2)?
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Igualem ambdues expressions i queda
ffx)=0 = f(x)=C.

Llavors,

X2

o (xy) +C.

= X—+ y2

Finalment, la soluci6 de I’equaci6 diferencial s’obté igualant ¢ (x,y) a una constant, és a
dir,

X2
Xty
y Fig. 2.5
A Solucions de I'equacio
diferencial
(6% 4+ 2xy?) dx — 2x%ydy =0
4 |
N k=0
AN
\
AN
\ 21
k=—4 k=—2 =\
‘ k=
_ _Kk: 0 X
A
-2 AN
// \
4}

A la figura 2.5, podem veure la grafica d’aquest feix de corbes per a diferents valors de
la constant k. Observem que k = 0 correspon a I’eix x = 0. Si k > 0, les solucions sén
hipérboles. Per a k < 0, les corbes integrals son ellipses; en particular, k = —1 ens déna
una circumferencia.
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Problema 7. Sigui I’equaci6 diferencial
(y? — xy) dx-+N(x,y)dy = 0.

. . 1, . L
a) Determineu les funcions N(x,y) tals que 7 és un factor d’integracio de I’e-

quacio anterior.
b) Calculeu N(x,y) tal que N(0,y) = y*.

c) Resoleu I’equacid diferencial per aquesta N(x,y) que heu trobat a I’apartat
anterior.

Resoluci6

a) Si lafuncid y és un factor d’integracio de I’equacio diferencial, aleshores la nova
equacié

1 1
— (Y —xy)dx+ = N(xy)dy =0
y y
ha de ser exacta. Diguem
— 1 — 1
M:)—/(ysz):yfx. N = NOxy).

Aixi, s’ha de complir

En aquest cas,

1= } 8—N == 8—N =Y.
y dx ox
Integrem respecte de X I’expressio anterior i n’obtenim les funcions demanades:
N(xy) =xy+ f(y),
on f(y) és una funci6 arbitraria que només depén de y.

b) Per trobar N(x,y) tal que N(0,y) = y®, només cal determinar la funcié f(y). Impo-
sem la nostra condici6 a I’expressié N(x,y) = xy+ f(y) i obtenim

yY=0+f(y) = fy)=V".

Aixi, doncs, N(x,y) = xy+y°.
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¢) Hem de resoldre I’equacid (y? —xy) dx+ (xy-+Yy?)dy = 0. Pel primer apartat, sabem
que % n’és un factor d’integracié. Llavors,

(y—x)dx+ (x+y*)dy=0

és una equacio diferencial exacta. Volem calcular una funci6 ®(x,y) tal que

9 —yx ()
O x4y @)

Integrem (1) respecte de x i obtenim
X2

D(xy) =Xy == +9(y),

on g(y) és una funcié que només depén de y. Per tant, la derivada parcial de ®(x,y)
respecte de y és

9 —xtg(y)

Per (2), aquesta derivada parcial coincideix amb x+ y?. Igualem ambdues expressi-

(o
ons de 8_y

Xx+dy)=x+yY = dy)=y = g(y)=y§3+c,

on C és una constant arbitraria. La funci6 ® és, doncs,

X2
®mwzw—5+§+c

Finalment, la soluci6 de I’equaci6 diferencial és ®(x,y) = constant, és a dir,

X2y
Xy—§+§—k.

A lafigura 2.6, podem veure la grafica d’aquest feix de corbes per a diferents valors
de la constant k.
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Fig. 2.6

Solucions de I'equacio
diferencial

(* —xy)dx+N(x,y)dy =0
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6k

Problema 8. Resoleu I’equacid diferencial y + z =1, amb la condicid inicial
y(1) =2.
Resolucio

Es una equaci6 diferencial lineal. La resoldrem pel métode de variacié de les constants.
Sabem que la solucid general de I’equacid completa 0 no homogenia és la suma de la
soluci6 general de I’homogénia més una solucio particular de la completa: y = yn+ Y.

Primer considerem I’equacié homogenia associada:
y+L—o,
X

que és de variables separables.

Reordenat convenientment, s’obté
1 1
—dy = —=dx.
y X

La soluci6 d’aquesta equacio és y, = C/x.
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Arabusquem una solucié particular de I’equacié completa. Pensarem que aquesta solucid
particular és de la forma y, = @ Per determinar C(x), hem d’imposar que y, satisfaci
I’equaci6 diferencial completa. Es a dir,

xC'(x) —C(x) n C/x _ 4
X2 X ’

Simplificant, obtenim

Aixo vol dir que podem prendre C(x) = x?/2. (No hi afegim cap constant, atés que només
ens interessa una soluci6 particular.) Aixi doncs, y, = 7 Per tant, la soluci6 general és

_C,x
Yy=x"72

Si ha de satisfer la condicid inicial, ha de ser C = 3/2. Finalment, la soluci6 del nostre
problema és la corba

3 n X
Y=xt72 y Fig. 2.7
Grafica de la corba de
. . s g soluci6 de
A lafigura 2.7, en tenim la grafica. Y4l 1amby(1)=2
L L ol X
-5 5

Problema 9. Resoleu I’equacio y +3 —/3x+y—m = 0.

Resolucié

Observem que I’equacié no és separable, pero es pot escriure com

Yy =—-3+4+/3x+y—m.
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Fig. 2.8
Solucions de I'equacié
diferencial

VA3 /BT =0

46

Clarament, y’ = f (ax+ by+c). Aixi, podem reduir I’equacio a una de separable mitjan-
cant el canvi u = ax+ by +c. En el nostre cas, u = 3x+y— 7. Tenim

u=3+y — y=u-3
Apliquem el canvi a I’equaci6 original i obtenim U’ = /u, que és separable. Aleshores,

du =dx = /du —/dx+c
Vi~ Vi~

— 2u=x+Cc = 4u=(x+c)?
Desfem el canvi i en resulta la soluci6 de I’equacio de partida

4(3x+y—m) = (x+c)’.

Per acabar, observem que, en un dels passos de la resolucid, hem dividit per y/u. Llavors,
hem d’estudiar si u= 0 (0, equivalentment, 3x+y— 7 = 0) és una soluci6 de I’equacio
diferencial. En efecte, si u =0, aleshores U’ = 0 i se satisfa la relacié u = /u. Per tant,
la soluci6 general demanada és

4(3x+y—m) = (Xx+¢C)? i y=-3x+m.

A la figura 2.8, podem veure la grafica d’aquest feix de corbes per a diferents valors de
la constant c.

300A

4 (3X+y—7) = (X+C)?

-20 -10

y=—3X+7

-100+
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Problema 10. Resoleu I’equacio y’ +y = x.

Resolucié

Tot i que aquesta equaci6 diferencial és d’ordre 2, es pot reduir a una de primer ordre
fent un petit canvi de variable y = z, ja que no apareix la y. Aleshores I’equacio sera

Z+z=X

que és lineal. Resolem primer I’homogeénia associada: Z +z= 0. La soluci6 d’aquesta
equacio és z, = Ke ™.

Ara determinem una soluci6 particular de la no homogenia pel metode de variacio de les
constants: z, = K(x)e™.

Derivant z, i substituint a I’equacié Z +z = x, obtenim
K'(x)e™* —K(x)e ™+ K(x)e™* = x.

0, equivalentment, K'(x) = xe*. Integrant per parts aquesta darrera expressio, obtenim
K(x) = (x—1)€"i, per tant, z, = x— 1.

La soluci6 general de I’equaci6 diferencial Z +z= x és z= Ke™*+x—1. | la solucid del
nostre problema la trobem integrant z respecte a x:

XZ
y=Ce*+ > —X+G;,.

y Fig. 2.9
. C Solucions de I'equacio
A la flgurq 2.9, ,podem o5k diferencial
veure la grafica d’aquest . Yi+y =x

feix de corbes per a dife-
rents valors de les cons-
tants C; i C,.

Cl =4, Cz =1
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Problema 11. Calculeu la velocitat d’escapament de la Terra.

Resolucio

Quan es llanca un satellit amb la intenci6 que s’escapi de la gravetat de la Terra, I’0ni-
ca component que s’ha d’examinar és la vertical. Considerem z(t) I’altura de I’objecte
respecte de la superficie terrestre en el moment t. Siguin: m la massa del satellit, M la
massa de la Terra, R el radi mitja de la Terra i G la constant universal de gravitacio. Si
negligim els efectes de fregament, aleshores la llei de la gravitacio universal ens déna

mMG
(z+R)?

m' = —

Observem que en aquesta equacié diferencial no apareix la variable independent t. Po-
dem reduir-la a una equacio de primer ordre mitjancgant el canvi v=Z. Apliquem la regla
de la cadena i n’obtenim

¢z_dv_dvdz_dv
di2 dt dzdt dz

Aixi, doncs, escrivim la nostra equacid de la forma

dv MG
&Y= “ZER? amb v(0) = vp.

Aix0 és una equacio separable en v i z. Es pot integrar sense dificultat:

MG
/vdv_ —/mdﬁc

i tenim
v MG
=-——+4C.
2 ziR"
Hi imposem la condicid inicial v(0) = v, | en determinem la constant d’integracid: C =
Vi MG
EO - R Aleshores,
2MG  2MG
V() = — 22 0B
(2) =V R + 7T R (*)

Si manipulem I’expressié anterior de manera adequada, n’obtenim la conservacio de
I’energia:

2MG 2MG
o= =V R
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és a dir, I’energia inicial —a la superficie de la Terra— és igual a I’energia en qualsevol
punt. De I’expressio (), veiem que, per tal que v(z) sigui sempre positiva i, per tant, el
satéHit escapi de la gravetat de la Terra, és necessari que v3 — ¢ > 0, és a dir,

v [2MG
0= R .
. [2MG
& R

rep el nom de velocitat d’ escapament. En conseqliencia, perque el nostre objecte escapi
de I’atraccio terrestre, tan sols cal que la seva velocitat inicial sigui igual o superior a la
velocitat d’escapament. En el cas de la Terra, aquest valor és ves, = 11'18 km/s.

Aquesta velocitat que ens apareix

A més, com que

1/2
dz (VS—ZMG 2MG) ’

at V" R " ziR

. dz . . s e .
Si Vo > Ve, aleshores — esta fitada inferiorment per una constant positiva i el satel-

lit arribara a I’infinit amb velocitat positiva; mentre que, Si Vo = Ve, hi arribara amb
velocitat zero.

2.2. Problemes proposats

1. Resoleu I’equacid

_ 3X+y+4
O3ty

2. Integreu I’equacid
3y
(2x+ 7)dx+ (3Inx+ 3y?)dy = 0.
3. Calculeu la soluci6 general de I’equaci6 (9x+ 2y)dx — (2x+y)dy = 0.
4. Resoleu I’equaci6 (1 + x)dx+ 2xydy = 0 sabent que admet un factor integrant que és
funcié de z= x+y2.

5. Integreu I’equacio6 diferencial y — 2y = €.

6. Resoleu I’equacié —ydx+ [x+ (1 —y)e'] dy =0 a partir d’un factor d’integracié que
sigui funcié de z=x+¢'.

49



% Equacions diferencials. Problemes resolts

~

. Integreu

8. Esbrineu la solucié general de
y —ytanx = sinx.

9. Resoleu I’equacié de segon ordre segient:
y
!
- A—
y X
10. Integreu I’equacid
Y +y=xy.

11. Sigui la familia de corbes y* — 3xy = C.

a) Escriviu I’equacid diferencial d’aquest feix de corbes en forma diferencial.
b) Trobeu I’equacio diferencial del feix de corbes ortogonal en forma diferencial.

¢) Esbrineu un factor integrant de I’equacié diferencial de I’apartat (b) que sigui
funcio de x.

d) Escriviu I’equacid exacta corresponent al factor anterior.
e) Doneu la solucié de I’equacid de I’apartat (d).

f) Del feix de corbes ortogonals a la familia y® — 3xy = C, escriviu-ne la que passa
pel punt (0,1).

2.3. Breu resum teoric

Tipus més rellevants d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre

= Equacions separables: g(y) dy = f(x) dx.
= Equacions homogénies: y = f(x,y), on f(X,y) és una funcié homogeénia de grau 0.

També M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0, on M(x,y) i N(x,y) s6n funcions homogénies del
mateix grau.

Recordem que una funci6 f(x,y) s’anomena homogéniadegraunenxiysi f(tx,ty) =

t"f(xy).
= Equacionsexactes: M(x,y) dx+N(x,y) dy=0, on
¢ . do
Tx =MOy) 150 =N(x)

per a una determinada funcié ¢ (x,y).
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= Equacionslinealsenyiy: y +P(X)y=
general, a; (X)y +ao(X)y = f(X), on ay(x), &

= Equacionsde Bernoulli: y + P(x )y—Q( X)y", on P

(X)y+h(x)y?, on f(x), g(x) i h(x) sén funcions de x.

= EquacionsdeRiccati: y = f(x) +

Factor integrant

Equacions de primer ordre %

Q(x), 0 P(x i Q(x) son funcions de x. En
1 (X) i f(x) son funcions de x.

X) 1 Q(x) son funcions de x.
()

AA

Sigui M(x,y) dx+ N(x,y) dy = 0 una equacid diferencial no exacta. Una funcié u(x,y)

tal que

B Y)M(xy) dx+u(xy)N(x,y) dy =0

sigui exacta s’anomena factor d'integracio o factor integrant de I’equaci diferencial.

Equacions reductibles a equacions de primer ordre

= Cas1: no apareix lay (variable dependent). Fem el canvi

_dy
y=2=

Iidpi /
yf&*p-

= Cas 2: no apareix la x (variable independent). Fem el canvi

y=p i

_dp_dpdy dp

T dx  dy dx dy

Taula amb les integrals immediates més usuals

fr+1 f'
/f’-f’dx:r (r#-1) /de:ln\f|—|—C
af

/f’-efdx:ef+C /f’~afdx=m+c (ae (0,)\ {1})
/f’-cosfdx:sinf+C /f’-sinfdx:—cosf+c
/de—tanf+c /def—cot f+C

cos2 f sinf g
/de—ln tani +C /de—arcsinﬂrc

sinf 2 /1_f2

/1 dxf arctanf +C

/f/-cosh fdx=sinh f +C

/f’-sinhfdx:coshf+C

f/
dx=tghf+C
/ cosh? f gnt+

f/
———dx= —cotghf +C
/sinhzf X gnt+

dx=argsinh f +C

f/
|y

dx=argcosh f +C

[ =

/1 ;dx=argtghf +C
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Aplicacions

3.1. Problemes resolts

Problema 1. Esbrineu quina mena de corba és aquella en queé totes les seves nor-
mals passen per un punt.

Resolucié

Sigui y = y(x) la nostra corba. Denotem per (a,b) el punt per on passen totes les rectes
normals a la corba. Considerem un punt qualsevol de la corba, P = (X,y). Sabem que la
recta tangent a P té pendent y'(X) i la recta normal —que és la que ens interessa— té

-1 . .
pendent ——. Atés que totes les normals passen per (a, b), es compleix

y ()

és a dir, (y—b)y'(x) = —(x—a). Aixi, hem obtingut una equacid diferencial de variables
separables. L escrivim de forma adequada:

-1 Y= x-a

i separem les variables
(y—b)dy=—(x—a) dx.
La integrem

/(Y—b) dy= —./(x—a) dx+C

Aplicacions %
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Fig. 3.1
Circumferencies
centrades a l'origen i les
seves normals

i n’obtenim

(y—2b)2:7(x—2a)2+c = (y-b?=—-(x—a)?+K

0, equivalentment,
(x—a)*+ (y—b)* =K.

Aquesta familia de corbes correspon a les circumferéncies de centre (a, b) i radi arbitrari
VK. Graficament, és molt facil veure que, en efecte, totes les normals a una circumfe-
réncia passen per un punt fix, que és precisament el seu centre. A la figura 3.1, veiem les
circumferencies centrades a I’origen amb les normals corresponents.

Problema 2. Sigui una corbay = f(X). Per a cada punt de la corba (a,b), la recta
tangent determina un segment compres entre els eixos de coordenades. Suposem
que el punt mitja d’aquest segment és el mateix punt (&, b). Determineu I’expressio
de totes les corbes que satisfan aquesta propietat.

Resolucio
La recta tangent a la corba y = f(x) en el punt (a,b) és y—b = f'(a)(x—a). Calculem-

ne les interseccions amb els eixos de coordenades (en podem veure I’esquema a la figu-
ra3.2).



= Sigui P el punt de tall amb I’eix y = 0. Aleshores, I’abscissa x compleix

_af’(a)—
f'(a) f’(a

—b=f'(a)(x—a) = x=a-—

= Sigui Q el punt de tall amb I’eix x = 0. Tenim que I’ordenada y satisfa

y—b=f'(a)(—a) = y=b—af'(a).

Aiixi, doncs,

El punt mitja del segment PQ és

af'(a)—b b—af’(a)
(a2 )

Per hipotesi, aquest punt coincideix amb (a,b). Per tant, es compleix

af’'(a)—b b—af’'(a)

2@ a, > =bh.

D’ambdues relacions, n’obtenim la mateixa condicit: a= —— b Atés que (a,b) és un

f'(a)

punt de la corba y = f(x), I’ordenada és b = f(a). Aleshores, a = . Escrivim

aquesta condicid per a un punt genéric (x,y(x)) de la corba i n’obtenim I’equacid dife-
rencial

v Y
y(x)
. dy —dx .
Ara cal resoldre-la. Separem-ne les variables: — = ~ Observem que, en dividir per

X i pery, no perdem cap soluci6, ja que les tangents a x =0 0 y = 0 no determinen cap
segment entre els eixos de coordenades. Aixi,

Aplicacions %

Fig. 3.2

Segment de la recta
tangent compres entre
els eixos de coordenades
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Fig. 3.3
Hipérboles xy = K

Inly| = —In|x| +C;.

Prenem exponencials en ambdos cantons i n’obtenim |y| = C,|x| 2. Llavors, y = +C,x 1,
d’on y = Kx~1. Clarament, segons hem comentat abans, K # 0. Les corbes demanades
son, doncs, les hiperboles xy = K. Si K > 0, hi ha dues branques, una al primer quadrant
i I’altra al tercer. Si K < 0, les branques es troben al segon i al quart quadrants. A la
figura 3.3, podem observar-ne uns exemples concrets.

Problema 3. Segons la llei d’accié de masses de Guldberg—\Waage, la velocitat
d’una reaccio, és a dir, la quantitat de substancia obtinguda o transformada per uni-
tat de temps, és proporcional al producte de les quantitats de substancies que reac-
cionen en cada moment. Suposem que es combinen 60 grams d’una determinada
substancia A amb 30 grams d’una altra substancia B per formar—ne un compost C.
Suposem que, perque es formin X grams de C, es necessiten tres parts de A i dues
de B. Determineu la quantitat de substancia C que hi ha en funcié del temps. Quina
quantitat maxima de substancia C s’obtindra?

Resoluci6

Anomenem x(t) la quantitat de C en cada moment del temps. En un instant qualsevol
del temps, les quantitats de substancies A i B sén, respectivament,

3 . 2
60—§x(t) i 30—§x(t).

Aleshores, aplicant de llei de Guldberg—\Waage, s’obté I’equacid segient:

‘;%‘ =k (60 gx(t)) (30 - §X(t)> ;

on k és la constant de proporcionalitat.
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En aquest cas, tot i que I’enunciat no ho diu, és clar que s’ha de complir la condicié
inicial x(0) = 0.
L’equacio diferencial anterior es pot reescriure com

dx 6
ot = 5cK(100-X)(75-X), k>0.

Es una equacié amb variables separables:

dx 6
— = —kdt.
(x—100)(x—75) 25 d
Integrant, n’obtenim
x—100
| = 6kt .
n x_75 6 +C1
Si eliminem el logaritme, tenim
x—100 | g¢
x—75

Imposant la condici¢ inicial, obtenim C, = 4/3.

Es possible aillar x en funcié de t. Fent uns quants calculs, s’obté

1—¢e

Si fem el limit quant — o=, com que k > 0, obtenim x = 75 grams. Aquesta és la quantitat
maxima de substancia C que es pot obtenir i equival a utilitzar els 30 grams de B que

teniem inicialment. Aleshores, quedaran sense reaccionar 15 grams de la substancia A.
A la figura 3.4, en podem veure I’evolucié quan k = ‘—11

X(t) Fig. 3.4
80 Evolucio de x(z) quan
A k=3
60
b 1-— el.5t
X(t) = 300——
L 3-4 el.5t
40
20
| | 1 | 1 | -'L t
1 2 3 4 5
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Fig. 3.5
Talls del diposit
semiesferic de radi R

Problema 4. Calculeu el temps de buidatge d’un dipdsit semiesféric de radi R que
té un petit forat d’area a al pol sud (vegeu la figura 3.5).

Resolucio
Per la llei de Torricelli, sabem que I’equacié diferencial que regeix el buidatge del dipdsit
és

d
Aly) d—f = —ay/29y.

La condicid inicial ens diu que, per al temps t = 0, el diposit és ple d’aigua, és a dir,
y(0) = R Cal determinar I’area de la secci6 transversal A(y). Atés que es tracta d’un
disc de radi r, I’area és A(y) = mr? (com illustra la figura 3.5).

Aplicant-hi el teorema de Pitagores, resulta

=R - (R-y?=2Ry—¥.
Aleshores,
Ay) = nr* = 2Ry —y?).
L’equacio diferencial esdevé
r(2Ry—y) & = a2,
que és separable. L’escrivim de forma adient
(2RyM? —y?/?) dy = —; V29 dt.

Integrem ambdds membres

[ ey =— [2a e
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i en deduim que

4R

Ry y5/2 _2 /agt+C.
3 T
Imposem la condici inicial y(0) = R, per determinar-ne la constant d’integracio
4R 2 14
=Ry ez g
3 5 15
Finalment, calculem el temps en qué y(0) = 0 (el diposit és buit):

:——ft+ R5/2

Concloem que el temps de buidatge és

_ 14nR2
- 15a/29°

Problema 5. Un diposit cilindric de radi 0’5 i altura 2 esta collocat horitzontal-
ment i ple d’aigua fins dalt. Calculeu el temps que triga a buidar-se si li fem un
forat d’area a al fons.

Resolucié

Sigui y I’altura del nivell d’aigua en cada moment. La seccio transversal del diposit és
un rectangle de costats 2 i 2r, com es veu a la figura 3.6. L’area d’aquest rectangle és 4r.
Volem escriure I’area en funcio de I’altura de I’aigua: S(y).

2 Fig. 3.6
» 2 Eshos del diposit cilindric
/ i de la superficie del
m " nivell de 'aigua
\/ 2r
\ \

En qualsevol tall parallel a la cara circular del diposit, tenim la secci6 de la figura 3.7.
Pel teorema de Pitagores,

y—Y2.

Per tant, la seccid que voliem és S(y) =4./y—V?.

Aleshores, I’equaci6 diferencial del buidatge del diposit sera

y— y2 ——a\f\fy
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Fig. 3.7
Secci6 del diposit

L’equacid anterior és equivalent a

d
4VyVI=Y o = —av20yy.

La funci6 constant y = 0 és soluci6 de I’equacio diferencial pero, evidentment, no és la
solucio que busquem. Per tant, podem simplificar I’equacio i n’obtenim

iy Y= -ayzg
Separant les variables, ens queda
4,/1—ydy=—a,/2gdt.
Si integrem als dos membres de la igualtat, tenim

20 _ye__av2g

t+C.
Lt

Imposem que, per at =0, I"altura sigui 1 (y = 1) i determinem C = 0.

Per tant, I’equaci6é que relaciona I’altura de la columna d’aigua amb el temps en el
buidatge d’aquest diposit és

(1-y)¥?= _3a\8/Et.

Trobem el temps que triga a buidar-se fent y = 0 a I’equacid anterior:

8
- 3ay2g’

Problema 6. Un pastis de verdures de 2 kg, inicialment a 10°C, es posa al forn a
270°C a les 11 hores 45 min. A les 12 hores 5 min la temperatura del pastis és de
90°C. A quina hora estara a 120°C?
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Resolucié

Per resoldre el problema, apliquem la llei de Newton del refredament i establim I’equacio
diferencial que governa la dinamica de la temperatura,

dT
5 —k@n-T).

Considerem I’hora 11 hores 45 min equivalent al temps inicial t = 0 en el “rellotge del
laboratori”, com s’illustra a la figura 3.8.

11:45 12:05 quina hora? Fig.38
Equivaléncia entre el

1 i | rellotge del laboratori i
I'hora real

0 20 minuts minuts?

Aleshores, T(0) = 10 i volem esbrinar el temps t tal que T (t) = 120. Integrem I’equacio
diferencial

dT

707 = [ KdHC = ~In@70-T) =k +C,

d’on
270-T =Cie ™.
Si imposem la condici6 inicial T(0) = 10, n’obtenim la constant d’integracié C; = 260

i, per tant,
T(t) =270 —260e ™.

Amb la segona condicid, T (20) = 90, podem determinar la constant de proporcionalitat
k = 0'0184. Aixi, la funci6 temperatura queda

T(t) = 270 — 260e %184,

Ara volem el temps t tal que 120 = 270 — 260e~?°184t, Obtenim t = 29’9 minuts i, doncs,
tindrem el pastis a 120°, aproximadament, a les 12 hores 15 minuts.

Problema 7. En un recipient que inicialment contenia 25 litres d’aigua pura s’hi
introdueixen 2 litres d’aigua salada cada hora. La concentraci6 de sal a I’aigua que
hi entra és proporcional al temps. Al mateix temps, del recipient en surt 1 litre de
liquid per hora. Suposant que la barreja d’aigua i sal es manté uniforme, determineu
la quantitat de sal que hi ha al recipient en funci6 del temps.

Resolucié

Denotem per X(t) la quantitat de sal al recipient en funci6 del temps. La variaci6 d’aquesta
magnitud ve donada per
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dx
at =1Tr1C —I2Cy,

essent ry el cabal d’aigua d’entrada (2 litres per hora), r, el cabal d’aigua de sortida (1
litre per hora), ¢, la concentracio de sal que conté I’aigua que hi entra i ¢, la concentracio
de la que en surt.

De I’enunciat, sabem que ¢; = kt. |, per les condicions del problema,

X

=,
2 V0+(r27r1)t

on V és el volum d’aigua al moment inicial i (r, —r)t representa el volum d’aigua net
que es guanya o es perd en funci6 del temps.

Per tant, I’equacio diferencial que governa la variacio de la sal en aquest recipient és

X X
dt 25+t’

amb la condicid inicial x(0) = 0.

Es una equaci6 diferencial lineal de primer ordre. Resolem primer I’homogénia:

dl _ X
dt 25+t
Separant les variables, n’obtenim
1 1
—dx= ———dt.
X 25+t

Integrant a cada banda i aillant, trobem la solucid de I’homogeénia:
X(t) =C(25+1t) 7,

essent C una constant arbitraria.

Pel métode de variacio de les constants, podem trobar una solucié particular de I’equacié
completa. Posem xp(t) = C(t)(25+t) 1. Aleshores,

X

o(t) =C'(t)(25+1) " —C(t)(25+1) 2.

Substituint a I’equacid del problema, s’obté

C/(t)(25+1) "L —C(t)(25+1) 2 = 2kt — %ﬂca)(zs 1)L
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Simplificant i ordenant, queda
C/(t) = 2kt (25 +1t) = 2k(25t +t?).
Es a dir,

Clt) = 2k(22—5t2+ %P).

La soluci6 particular que buscavem és

k 75t 4 2t3
() =3 25+t

I, aleshores, la solucié general de I’equacié diferencial és

X(t) = C +kt2(75+2t)
25+t 3(25+t)

Imposant la condici¢ inicial, x(0) = 0, s’obté C = 0. Es a dir, la quantitat de sal al recipient
en funcié del temps ve donada per

~ kt3(75+2t)
XV =320

A la figura 3.9, podem veure I’evoluci6 de la quantitat de sal al recipient en el cas parti-
cularde k=1.

X(®) Fig. 3.9
I\ Quantitat de sal en funcié
100+ del temps quan k = 1
80 Kt2 (75 +21)
L X(t) =

3(25+1)

60
40}

20

2 4 6 8 10
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Problema 7. Suposem que una poblacié donada es pot dividir en dues parts: aque-
Iles persones que tenen una malaltia i poden infectar d’altres, i aquelles que no la
tenen perd podrien tenir-la. Sigui X(t) la proporcié d’individus que no tenen la
malaltia a I’instant t, i y(t) la proporcid dels infectats, amb y(0) = yo; aleshores,
x+Yy = 1. Suposem que els membres dels dos grups es mouen lliurement entre ells
i que el ritme de contagi és proporcional al producte de xi y.

a) Determineu y(t).
b) Interpreteu el IimittIiT y(t).

Resolucio

a) Sabem que el ritme de contagi és proporcional al producte de x i y; per tant, hem de
resoldre I’equacid seglient:

dy
{ at =kyx=ky(1-y)
y(0) =¥o

Observem que

dy dy dy
2 —ky(l-y) = :kdt<:>/7:kt+0.
a0 YY) y1-y) y1-y) '

Tenim una integral racional. La integrem descomponent el quocient en fraccions
simples:

1 A+ B A(ll-y)+By
ydl-y) y 1-y y(1-y)

d’on obtenim A= B = 1. Aixi,

dy /dy / dy y ‘
= 2 =Inly|—In|l—y|=1In =In .
/y(l—y) y 1-y M=init =y 1-y 1-y
Per tant,
InL:kH—cl e Y e ek,
1-y 1-y
Imposant ara la condici6 inicial, podem determinar C:
Yo y Yo
0) =y = =C = —— =
¥(0) = Yo T—vo Ty 1—y,

Aillem la'y de I’expressi6 anterior i obtenim finalment;

Yo€ Yo

t) = =
yo 1-Yo+Y€ Yo+ (1-yo)e™
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b) D’altra banda,

lim y(t) = lim — <" _ lim Yok&© _
t—oo t=teo 1 — Yo + yoekt (aplicant la regla de L’Hopital) t—-+2 Y ket
O bé,
. T, Yo _
tLITwy(t) _IHTN y0+ (17y0)e—kt o l

Per tant, la malaltia tendeix a escampar-se al llarg de tota la poblaci6. La figura 3.10
illustra aquesta propietat. Hi ha representada la corba solucié perak =11y, =02,
és a dir, que inicialment el 20% de la poblaci6 esta infectat.

y(® Fig. 3.10
C Grafica de y(r) quan
A yo=02 i k=1
Yo
15[ yt) = ——————
Yo+ (1-Yo)e
10F----""""""""—— oo
0.5+

Problema 9. Una determinada colonia de bacteris té inicialment X, individus. En
periodes curts de temps, el ritme de creixement és proporcional al nombre d’indi-
vidus present en cada instant. Si la colonia triga 2 hores a triplicar-se, calculeu el
temps necessari per quintuplicar-se.

Resolucié

La dinamica d’aquesta poblacio es pot analitzar a partir de I’equacio diferencial

dx
i kx, amb x(0) = x,.

Observem que k > 0 perqueé hi ha creixement. Integrem el problema de Cauchy i n’obte-
nim

X(t) = xo€*.

La hipotesi és x(2) = 3%, i volem trobar el temps t tal que X(t) = 5xo.
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Fig. 3.11

Relaci6 entre el temps i
la quantitat de bacteris
pera xo =50

66

Imposem la condicid x(2) = 3%, per calcular la constant de proporcionalitat k:

3% = % = 2k=1In3 = k:InngO’5493>0.

D’aqui tenim

X(t) _ X0e0’5493t

que és la relacié entre el temps i la quantitat de bacteris. A la figura 3.11, en veiem
I’evolucié en el cas particular X, = 50. Si volem x(t) = 5%, ha de complir-se 5%, =
%o €Y54%3 i [lavors

In5

/5493 « 2'93 hores.

0’5493t =In5 — t=

Per tant, podem concloure que han de passar 2h 55min 48s perque hi hagi 5%, bacteris.

X(t)

80000
60000 X(t) =50 e0.5493t
40000
20000
» 1
15
Problema 10. La semivida d’una substancia radioactiva és el temps necessari per
tal que la quantitat de substancia que hi ha en un instant determinat es redueixi a la
meitat. Considereu un material radioactiu amb constant de desintegracié k i semi-
vida T. Trobeu una relacio entre T i k. Comproveu que la semivida és independent
de la quantitat inicial de material.
Resolucio

La rapidesa amb qué es desintegra una substancia radioactiva és proporcional a la quan-
titat x(t) que resta en cada instant t. Aixi, tenim I’equaci6 diferencial

dx
a =—kx, amb X(ty) = Xo.
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Prenem el temps inicial ty = 0; llavors, la solucié és

X(t) = xe™.
Sial’instantt = 0 la quantitat de material és X, aleshores la semivida T satisfax(T) = %
Tenim, doncs,
1 1
% =xe" = e = 5 = —KT=InZ=In1-In2=-In2

. S . In2 . ..
La relacid entre T i k és KT =1In2 o, equivalentment, T = R Es clar que la semivida
no depen de la quantitat inicial de material X,.

Problema 11. Determineu I’equaci6 d’una corba que passa per (1,0), sabent que
les seves rectes tangents formen un angle constant de 45 graus amb les rectes que
passen per (0,0). Un cop trobada, passeu-la a coordenades polars i dibuixeu-Ia.

Resolucié

Les rectes que passen per (0,0) son les de la forma y = mx. Si denotem per «a I’angle
que forma aquesta recta amb I’eix d’abscisses, sabem que m = tan a 0, equivalentment,
tana =y/x.

Si 8 és I’angle que forma la recta tangent a la corba que busquem en el punt (x,y),
aleshores sabem que el pendent d’aquesta recta és tan 3. Pero, a més, també sera y =
tan 3, essent y' la derivada respecte a x.

L’angle que formen dues rectes en el punt on es tallen és el valor absolut de la diferéncia
entre els angles que formen ambdues rectes amb I’eix de les abscisses. Per determinar
aquest angle, es fa servir la férmula de la tangent d’una diferéncia d’angles:

_ tana—tanf

tan(a—p)= ——.
(@=F) l+tanatanf

\Volem que a — 3 = 45° 0 que B — a = 45°. Analitzem el primer cas. L altre es faria de
forma analoga.

La corba que busquem ha de complir la condici6 segient:

oY
1+ly

Operant i aillant y a I’expressi6 anterior, s’obté I’equacio diferencial homogénia (y' ho-
mogeénia de grau 0) seglient:
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_Yy—X
y(x) = yEX

Per resoldre-la, fem el canvi de variable u = y/x. Aleshores, I’equaci6 diferencial es
transforma en
. w411

u+1 x’'

que és de variables separades i s’integra facilment:

1
arctanu+ = In(U?+1) = —Inx+C.

Desfem ara el canvi de variable i n’obtenim
arctan 2—(/ +Iny/x¢+y2=C,

on C és una constant arbitraria. Imposant la condicié que la corba passi pel punt (1,0),
es troba immediatament C = 0.

Per passar la corba a polars, posem r = /X2 +V? i 6 = arctan(y/x), de manera que en
polars I’equacio és Inr + 6 = 0, d’on resulta r = €. La grafica d’aquesta funcié té
I’aspecte de la figura 3.12.

Fig. 3.12
Espiral logaritmica 035‘
0.30F

Y

0.2 0.4 0.6 0.8 1.

3.2. Problemes proposats

1. Tenim un diposit en forma de piramide recta de base quadrada amb el vértex cap
avall. L’altura de la piramide i el costat de la base son H i L, respectivament. Inici-
alment, el diposit és ple d’aigua. Fem un forat petit d’area A al vertex i deixem que
es buidi. Deduiu I’equacié diferencial de I’altura de I’aigua y en funcié del temps t.

2. Determineu una corba que passi pel punt (0,2) i compleixi la condicid segient: a
cada punt de la corba, el pendent de la seva recta tangent és quatre unitats més gran
que I’abscissa del punt.

3. Determineu una corba que passi pel punt (0,2) i compleixi la condicid segient: a
cada punt, el pendent de la tangent sigui quatre unitats més gran que I’ordenada del
punt.
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Determineu una corba que passi pel punt (1,4) i compleixi la condicié segient: a
cada punt, el pendent de la tangent sigui el triple que el de la recta que uneix aquest
punt amb I’origen de coordenades.

Digueu de quin tipus sén les corbes en que, a cada punt, el pendent de la recta tangent
és proporcional a I’invers del pendent de la recta que uneix el punt amb I’origen.

Sigui un cos de massa m que cau dins un medi viscs amb una resistencia proporci-
onal al quadrat de la seva velocitat. Determineu-ne la velocitat limit i I’equacio del
moviment.

Un forense pren la temperatura d’un cadaver a les 12 hores i el troba a 30°C. Al cap
d’una hora, la temperatura és de 27°C. L’habitacié manté una temperatura constant
de 22°C. Suposeu que la temperatura d’una persona sana varia entre 36°C i 37°C.
Cap a quina hora s’ha esdevingut la mort?

Aquest mati neva al Vallés de manera uniforme. S’envia una maquina llevaneu cap
a Terrassa des d’un garatge que es troba a 3 km de la ciutat. La maquina recorre
2 km en una hora i triga una altra hora a arribar a Terrassa. Suposem que la velocitat
de la llevaneu és inversament proporcional a I’altura de la neu que hi ha pel cami.
Si aquesta maquina arriba a Terrassa a les 10 del mati, a quina hora ha comengat a
nevar?

Considereu un mirall en que, si projectem llum des d’una font situada a I’origen de
coordenades, n’obtenim un feix de raigs parallels a I’eix OX. Esbrineu-ne la forma.

Indicacid: considereu el mirall com una superficie de revolucié en fer girar una corba
plana y = y(x) al voltant de I’eix OX.

Es treu un bloc de ferro d’un recipient amb un liquid bullent a una temperatura deter-
minada. Al cap de 20 segons, el bloc esta a 120°C i, passats 20 segons més, es troba
a 100°C. Determineu la temperatura del liquid a I’instant de treure el ferro, si en tot
moment la temperatura de I’aire ambient és de 20°C.

La clepsidra —o rellotge d’aigua— és un antic instrument per mesurar el temps. Les
primeres clepsidres eren recipients de ceramica dels quals es deixava caure I’aigua
continguda a través d’un petit orifici fet al fons. Calculeu la forma d’una clepsidra
per tal que el nivell d’aigua disminueixi a ritme constant.

Indicacio: considereu el recipient com una superficie de revolucio d’una corba plana
y =y(x) en girar al voltant de I’eix OY.

3.3. Breu resum teoric

Creixement de poblacions

Si considerem periodes curts de temps, en moltes poblacions de bacteris, el ritme de
creixement és proporcional al nombre d’individus x(t) present en cada instant t:

3—1(:10(, amb X(ty) = Xo, k> 0.

Aplicacions %
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Fig. 3.13
Buidatge d'un diposit.
Llei de Torricelli

Desintegraci6 de substancies

La rapidesa amb qué es desintegra una substancia radioactiva és proporcional a la quan-
titat x(t) que en resta a cada instant t. Aixi, tenim I’equaci¢ diferencial

(;—1( = —kx, amb X(to) = %o, k> 0.

Semivida d’un material radioactiu

Es defineix la semivida (o periode medial) d’ un material radioactiu com el temps neces-
sari per tal que la quantitat de substancia que hi ha en un instant determinat es redueixi
a la meitat.

Escalfament i refredament

La llei de Newton del refredament estableix que la taxa de canvi de la temperatura d’un
cos T (t) respecte del temps que es troba immers en un medi de temperatura constant,
Ta, és proporcional a la diferéncia entre ambdues temperatures T, — T. Es a dir,

daT
o K(Ta—T).

Buidatge de diposits

Sigui un diposit ple de liquid amb un forat petit d’area a al fons. La llei de Torricelli
relaciona la velocitat de sortida v.amb I’altura del liquid a cada instant y(t):

V:\/zga

on g és la constant gravitatoria. El cabal és el volum del cilindre que té com a base
el forat del diposit d’area a i, com a altura, la velocitat v. L’equaci6 que determina la
variacio de I’altura del liquid és

d
A(Y) d—)t/ = —ay/20y,

essent A(y) I’area de la seccid transversal horitzontal del diposit tal com s’illustra a la
figura 3.13.

-‘A(y)

v cabal
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Equacions lineals

4.1. Problemes resolts

Problema 1. Resoleu les equacions diferencials seguents:
@ y® =o0.
(b) y" = €*—30sin(3x), y(0) =y'(0) =y’(0) =0.

Resolucio
(a) Es una equacid lineal i homogeénia a coeficients constants. L’equaci6 caracteristica
associada és nP = 0; té una Unica arrel, el 0, amb multiplicitat 5. Aquesta arrel con-
tribueix a la solucié general amb cinc solucions linealment independents:
1, x %, i X
Per tant, la solucié general és
y = C1 +CoX+CoX* + Cy® + CsX'.
També podem resoldre el problema sense la teoria d’equacions diferencials. En aquest
cas particular, només cal integrar i reduir I’ordre de les derivades successives de la

funcid incognita y. En efecte, y® = 0 ens diu que la derivada de y* és constant; per
tant, y = C,. Ara integrem y® i n’obtenim y©® = C;x+ C,. Reiterem el procés:

C C
Y= X 4Cx4C = Y= X+ x4 Cx+ G

L’altim pas ens diu que

_Cl Q 2
y= 24x“+ 5 X3+ > X +Cyx+Gs.
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Finalment, canviem el nom a les constants —per comoditat— i escrivim la solucid
general de la manera més senzilla possible:

y= K1X4 —+ K2X3 + K3X2 + KaX+ Ks.

(b) L’equaci6 diferencial és de la forma y” = f(x). Per tant, la resolem integrant, suc-
cessivament, ambdos membres:

y' = 30sin(3x) —> )//:/(ezx—305in(3x))dx+cl,

1 1 10 .
Y = Eezx+10C05(3X) +C, = Yy = Zezx+ §5|n(3x) +Cix+ Gy,

d’on la solucio general és

1 10 1
y= éezx— 5 cos(3X) + éclxz +Cx+G.
Avra cal imposar-hi les condicions de Cauchy per determinar els valors de les cons-
tants C;, G, i C;.
Fig. 4.1 y
Solucié de 'equacié
diferencial 20k
y" = ¥ —30sin(3x), L
amb
, . 1 10 21 1 7
¥(0)=y'(0)=y"(0)=0 y:_ezx—_C053X——X2—TX+—
8 9 4 4 72
10
1 1 1 1 1 L. X
4 -2 2 4
-10+
20+
1 10 71
= 0)=0 = 0==-—— — = —,
y(©0) g 9 0 GTn
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1 -1
" Y(0)=0= OZZ‘FCZ - CZZT'
1 =21
Per tant, la solucié particular demanada és
1, 10 21, 1 71
y= 8e2 5 cos(3x) 2 X7 X5

A la figura 4.1, en podem veure la grafica.

Problema 2. Integreu les equacions diferencials seguents:

(a) y¥ +11y” +33y" +9y — 54y = 0.
(b) y® +8y"” +16y = 0.

Resolucio
Ambdues equacions diferencials son lineals i homogénies, amb coeficients constants. Per
resoldre cadascuna d’elles, en considerem I’equacio caracteristica associada i n’esbrinem
les arrels. Després escrivim la solucié general a partir de les contribucions de cada arrel.
Cal tenir en compte el resultat seguent:
= Per a cada arrel real mamb multiplicitat k, n’hi ha k solucions linealment independents:
g™, x@™, ..., xX<le™,
En aquest cas, cada arrel contribueix a la soluci6 general amb la combinacié lineal

CLE™ +Cox@™ - - - + G g™,

= Per a cada parella d’arrels complexes conjugades a-+ bi amb multiplicitat k, tenim 2k
solucions linealment independents:

e™coshx, €”sinbx, xe™coshx, xe*sinbx, - - - , X *e™cosbx, X *e™sinbx.

Aleshores, cada parella d’arrels contribueix a la solucié general amb la combinacid
lineal

€ (C, cosbx+ C, sinbx) + xe®(C3 cosbx+ Cysinbx) + - - - 4+
+X 1™ (Cpy_1 COS X + Cyc Sinbx).

(@) L’equacié caracteristica associada és

m* + 11 + 33’ +9m—54 = 0.
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Recordem que les arrels enteres son divisors del terme independent; en aquest cas,
—54. Amb la regla de Ruffini, trobem que m; = 1 és simple, mg = —3 és doble i
m, = —6 és simple:

1 11 33 9 -54
1 1 12 45 54
1 12 45 54 0
—~
-3 -3 27 -54
1 9 18 0
—
-3 -3 -18
1 6 0
—~
—6 —6
1 0
—~

L’arrel my = 1 déna la solucié y; = €. L’arrel m, = —6 simple contribueix amb
y, = e % L’arrel m; = —3 doble d6na les solucions y; = e X i y, = xe~>*. Clarament,
aquestes quatre solucions sén linealment independents.

Aixi, doncs, la solucié general és y = Cyy; +CoYs +Csys + Caya, és a dir,
y=C & +Ce ™+ Ce ¥4 Cyxe ™.

A lafigura 4.2, en podem veure la graficaquanC, =C, =C; =C, = 1.

Fig. 4.2 y

Solucié de 'equacié |

diferencial A

¥+ 11y" +33y" +9y — 54y =0 r
quan 150 -

Ci=G=CG=0CG=1

100

50
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(b) Lequacid caracteristica és
e 48’ + 16m= 0.

La podem escriure com m(m* + 8n? + 16) = 0. Per tant, m; = 0 n’és una arrel simple
i contribueix a la soluci6 general amb y;, = 1. Es facil comprovar que el polinomi
mf + 8n? + 16 no té cap arrel real. Tanmateix, observem que és un quadrat perfecte:
Mt + 8NP + 16 = (P +4)°. Aleshores, les arrels de n -+ 8m? + 16 son les mateixes
de n? + 4, pero amb doble multiplicitat. Tenim

m+4=0 =— m==+2i.

Per tant, les arrels de la nostra equacié caracteristica son my = 0 simple, m, = 2i
doble i mg = —2i doble. Sabem que la parella d’arrels complexes conjugades +2i
hi contribueix amb quatre solucions: 2 (dues solucions) x 2 (multiplicitat). Aquestes
sON y, = €0S(2X), Y3 = sin(2x), y, = Xc0s(2X) i ys = Xsin(2x). La solucié general de
I’equacid diferencial y® +8y” + 16y’ = 0 és, doncs,

y = C; +C, c0s(2x) + C3sin(2x) 4+ C4xc0s(2x) + Csxsin(2x).
A lafigura 4.3, en podem veure la graficaquanC; =C, =C;=C, =Cs = 1.

y Fig. 4.3
' Solucié de I'equacio
15‘ diferencial
¥ 4+8y"+16Y =0
quan
Ci=C=C=C=Cs=1

y =1+ €0S2X + Sin2X + X C0S2X + [X SiN2X

10"
/\ A |
-1 5 L

—-10+

-15+
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Problema 3. Sigui P,(x) un polinomi de grau 4 amb coeficients reals. Considerem
una determinada equacio diferencial lineal i homogénia amb coeficients constants
tal que la seva equaci6 caracteristica és P;(x) = 0. Suposem que —7 és I’Unica
arrel real de P,(x) i que 1+ 5i n’és una arrel complexa simple. Esbrineu la solucid
general de I’equacio diferencial esmentada.

Resolucio

Es clar que la nostra equacio diferencial té ordre 4, ja que el polinomi associat a I’equacio
caracteristica té grau 4. Per determinar-ne la solucié general, només cal trobar quatre
solucions linealment independents i considerar-ne les combinacions lineals. Aquestes
solucions vénen determinades per les arrels de P,(X). Esbrinem-les.

Primer considerem les arrels complexes. Per hipotesi, A; = 1+ 5i és una arrel simple.
Com que els coeficients de P,(x) sdn reals, el conjugat A, = 1 —5i n’és una altra arrel i, a
més, té la mateixa multiplicitat. Recordem que el polinomi P,(x) ha de tenir quatre arrels,
comptant-ne les multiplicitats. Deduim, doncs, que no hi ha cap més arrel complexa (no
real). En efecte, si y fos una altra arrel complexa diferent, el seu conjugat ¥ també seria
una arrel de Py(x). Si tenim en compte I’arrel A; = —7, aleshores el polinomi P,(X)
tindria grau 5 o superior, i aix0 és una contradiccio.

Pel que fa a les arrels reals, per hipotesi, només n’existeix una, A3 = —7. Llavors, aquesta
ha de tenir multiplicitat 2 perqué la suma de les multiplicitats és 4. L’esquema seglient
sintetitza tota aquesta informacio:

A1 =1+5i té multiplicitat 1, val per 1
A, =1-—5i té multiplicitat 1, val per 1
A3 = —7 té multiplicitat 2, val per 2
nombre total d’arrels (amb les multiplicitats) = 4.

Després de trobar totes les arrels de I’equacid caracteristica, cal estudiar la contribucid
de cadascuna d’elles dins la soluci6 general de I’equacio diferencial.

= Les dues arrels complexes conjugades simples A; i A, hi contribueixen juntes amb
dues solucions:

y1 = €cos(5x) 1 Yy, = € sin(5x).

= | arrel real doble A5 hi contribueix amb dues solucions:

—7X

ys=e€ "% iy, =xe "™

Clarament, les quatre solucions yi, ¥», Y3 i Y, s0n linealment independents. En conse-
quiencia, la solucio6 general de la nostra equacié diferencial és

y=Cie "+ Coxe "+ Cze*cos(5x) + C,€sin(5x),

on C;, C,, C; i C4 56N constants qualssevol. A la figura 4.4, en podem veure la grafica en
el cas particular C, =C, =C; =C, = 1.
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y Fig. 4.4
‘i Soluci6 de I'equacio
diferencial quan
100 C=C=CG=C=1

+ xe~"* + e cos5x + e* sin5x

_50 L

—-100

Problema 4. Sigui el feix de corbes multiparamétric
y = Cie7* +Cxe 4 Cze cos(3x) + C,€sin(3x).

Calculeu-ne I’equacid diferencial associada.

Resolucié

Observem que les corbes s6n combinacions lineals de les quatre solucions linealment
independents seguents:

y1 =€ Yy, =%, y3 = €cos(3X) i y, = €sin(3x).

Totes quatre corresponen al tipus de solucions propies de les equacions diferencials line-
als i homogeénies amb coeficients constants. Per tant, hem de trobar una equacid lineal,
d’ordre 4, homogénia amb coeficients constants. En primer lloc, calculem I’equacié ca-
racteristica corresponent, perque a partir d’ella s’obté facilment I’equacio diferencial.

D’una banda, les solucions y; = €* i y, = xe* vénen generades per I’arrel —1, que ha de
ser doble. De I’altra, la parella de solucions y; = €*cos(3x) iy, = €*sin(3x) ve generada

per un parell d’arrels complexes conjugades i simples, que sén 1+ 3i. El nombre total
d’arrels —comptant-ne la multiplicitat— és 4. Aixi, I’equacié caracteristica és

(m+1)*(m—(1+3i))(m—(1-3i)) =0.
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N’agrupem els termes de manera adequada:

et (ocd-3) (oot ra) =0

Els dos ultims factors s6n de la forma suma per diferéncia i, doncs,
(m+1)2 [(m_ 1)? - (3i)2} —0 — (m+1) [(m_ 1)? +9} —0.
Desenvolupant els calculs, n’obtenim I’expressio

m* + 7 +18m—+10 = 0.

D’aqui és immediat obtenir I’equacid diferencial associada. N’hi ha prou a substituir
cada poténcia de mper la derivada de y de I’ordre corresponent:

Yy + 7y’ +18y +10y = 0.

Problema 5. Resoleu I’equacio diferencial d’Euler x?y’ +5xy’ + 5y = 0.

Resolucio

En efecte, és una equacio d’Euler ja que té la forma a,x?y’ + a;xy + agy = 0, amb ag,
a, i gy constants. La resoldrem de dues maneres diferents.

(A) Un dels métodes de resoluci6 de les equacions d’Euler consisteix a buscar solucions
del tipus y = x*, on k és un nombre per determinar. Tenim:

y=x y =k& y = k(k—1)xX2
Imposem que y = X* sigui solucio de la nostra equacié diferencial:
k(k—1)X 45k +5x=0 = X (K*+4k+5)=0.

Atés que X< # 0, deduim que k? + 4k 45 = 0. Aquesta “equaci6 caracteristica” té dues
arrels complexes conjugades: —2+1i, —2 —i. Per tant, y; = x 2" i y, = x 27" s6n dues
solucions linealment independents al camp complex. Nosaltres, pero, treballem al camp
real. Aleshores, cal trobar-ne dues noves solucions reals linealment independents a partir
de y; iy,. Observem que

yp = X2t oy 2yi  y2gn(x) _ X72eilnx’
Y, = X2 oy 2y szem(x*i) — x 2g(=Inx)

Recordem la formula d’Euler, €° = cos @ +isind, per a tot 8 complex. Apliquem-la a
y1 per al valor 6 = Inx, i ay, per al valor 8 = —Inx. Aixi,

y1 = X 2™ = x72[cos (Inx) +isin (Inx)],
Yy, = x 21 = x~2[cos (— Inx) +isin(—Inx)].
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Com que la funcié cosx és parella i la funcié sinx és senar, podem escriure

y, = X 2 [cos (Inx) —isin (Inx)].
La nostra equacid d’Euler és lineal i homogenia. Llavors, pel principi de superposicio, les
combinacions lineals de y; i y, també sén solucions de I’equacid. Considerem-ne dues
de molt concretes. Siguin

ZY1+Y2:1 1

Y3 > EYH‘Eyz,
-y 1.1
Vo= TN ¥

Per tant,
ys = x2cos (Inx) iy, =x 2sin(Inx)

son dues solucions de I’equacié d’Euler. A més, sdn linealment independents, ja que el
seu quocient no és constant:

Y4 _ tan (Inx) # constant.

Y3

Aixi, doncs, la solucid general de la nostra equacid és y = C,ys + C,Y4, €s a dir,

y=Cix2cos(Inx) +Cox2sin(Inx), C;,C, € R.

y Fig. 4.5
A lafigura 4.5, en A Soluci6 de 'equacio
podem veure la grafica diferencial
per a diferents valors de I 1 1 *2y+5xy +5y =0
CiGC,. 4

y=C; —cos(In x)) + C, —sin(In X))
X2 X2
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(B) Un altre métode de resolucié de les equacions d’Euler consisteix a fer el canvi de
variable x = € <— t = Inx. D’aquesta manera, I’equacio original es converteix en una
altra, que és lineal i homogénia amb coeficients constants.

dy dydt_ dy
g dx dt dx dt
y= d—}[/; llavors, y' = ye™'. Derivant-hi un cop més, n’obtenim y’ = (y—y)e 2. Ara ja

Si x= ¢, aleshores dx = € dt. Per la regla de la cadena, e'. Posem-hi

podem fer les substitucions corresponents a I’equacié x?y” + 5xy’ + 5y = 0:
e (y-y)+5dely+5y=0 — y+4y+5y=0.

Tal com esperavem, n’hem obtingut una equacié lineal i homogénia amb coeficients
constants. L’equaci6 caracteristica associada és k? + 4k +5 = 0 —la mateixa d’abans,
amb I’altre metode de resolucio. N’obtenim les arrels —2+i, amb a = —2, § = 1. Per
tant, la soluci6 general de la nova equacio és

—2t

y=C,e %cost +C,e %sint.

Per acabar, desfem el canvi i escrivim la solucié general de I’equacié original:

y=C;x2cos(Inx) +Cox2sin(Inx).

Problema 6. Resoleu I’equaci6 diferencial (x—1)%" —2(x—1)y +2y=0 a
partir d’una solucié que sigui un polinomi de grau 1.

Resolucio

L’estratégia per resoldre aquest problema és:

= Primer, calculem una solucio y; que sigui un polinomi de grau 1, tal com ens indica
I’enunciat.

= Després, apliquem el metode de reduccié d’ordre per trobar-ne una altra solucio y, tal
que y; i Y, siguin linealment independents.

= Com que I’equaci6 diferencial és d’ordre 2, ja en tenim la soluci6 general: y = Cy; +
Coyo.

Observeu que hem de treballar en un interval en qué no s’anulli el coeficient de y’. Atés
que aquest coeficient és (x— 1)2, considerem un interval | tal que 1 ¢ I.

Per comencgar, cerquem una soluci6 del tipus y = Ax+ B. Cal determinar-ne els coefici-
ents A i B. Derivem dos cops la possible solucié: y = A, y' =0, i imposem que

—2(x—1)A+2(Ax+B)=0, Vxel.
Simplifiquem els calculs i n’obtenim A+ B = 0. Aquesta relacio entre els coeficients es

pot escriure com B = —A. Aixi obtenim com a solucié y = Ax— A= A(X—1), amb A
arbitraria. Per comoditat, prenem A = 1 i seleccionem la solucio y; = x— 1.
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El pas segiient és determinar-ne una altra solucié mitjancant el metode de reduccio6 d’or-
dre. Assagem una soluci6 del tipus y = v(X) - y; = v(X) - (x— 1), on v(X) no és constant.
Derivem I’expressio y = (x— 1)v. Tenim
y=v+(x—1)V = y' =2vV4(x—-1)V.
Imposem que
(x—=1)%[2V+ (X—1)V']-2(x—1) [v+ (x—1)V]+2[(x—1)V] =0, Vxel.

Simplifiquem els calculs i n’obtenim (x— 1)V’ = 0. Atés que treballem en un entorn |
que no conté x = 1, es compleix (x—1) # 0 i, per tant, v/ = 0. Llavors, v(X) = Cx+D.
Recordem que només ens interessa una funcié v(x) que ens vagi bé per construir la nova

soluci6. Aleshores, podem prendre C=11i D =0, és a dir, v(x) = x. Per tant, y, =
X(x— 1) = x* — x és una altra solucié de I’equacid diferencial.

Clarament, y; = (x—1) i y, = X* — x s6n linealment independents, ja que el quocient

Yo _x 2 constant.

Y1

Podem concloure, doncs, que la soluci6 general de I’equacio diferencial és

y=Ci(x—1)4+C,(¢ —x), amb C;,C, € R.

A lafigura 4.6, en y Figl_ 46 o

podem veure la grafica A ) dsl?et:glﬁcgelr equacio

E):er_zgzjlferents valors de 60 y=Ci(x-1) + Co(x*-x) (12— 1)y + 2y =0
1 1 .
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Problema 7. Integreu I’equaci6 diferencial

y' +4y + 8y = €*(sin2x — cos 2x).

Resolucid
Es una equacio lineal no homogeénia a coeficients constants.
(a) Resolem I’homogénia y’ + 4y + 8y = 0. L’equacio caracteristica és

m+4m+8=0<=m=—2+2i,
per tant, tenim dues arrels complexes simplesamb a = —2i f = 2. Aixi,
Vi = Cie % cos 2x+ C,e Zsin2x.

(b) Busquem una solucié particular pel méetode dels coeficients indeterminats. Assagem
solucions de la forma:

Yp = €% (Asin2x+ Bcos2x),
jaque 3+2i no sén arrels de I’equacid caracteristica. Ara en calculem les derivades:
Y, = €*[(3A—2B)sin2x+ (3B~ 2A)c0s2x)],
Yy = €*[(5BA—12B)sin2x+ (12A+5B)cos2x].
Substituint a I’equacid inicial
y' +4y +8y = €*(sin2x — cos 2x)
i n’obtenim el sistema de dues equacions i dues incognites seguient:

25A-20B=1
20A+25B=1

9 1
d’ondeduimA=—iB=_——.
on deduim 205| 205
Finalment, n’obtenim la solucié particular

X

Yo = 205 [9sin2x+ cos 2X]

i la solucié general

X

) e .
Y = Yn+Yp = Ci& cos2x+ Cre ¥sin2x+ 205 [9sin2x+ cos2x].
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A lafigura 4.7, en podem veure la graficaperaC, =4iC, = —4.

y Fig. 4.7
| Soluci6 de 'equacio
A diferencial

V' 44y +8y = ¥ (sin2x — cos 2x)
4001 pera C;=4iC,=—4

e3><

y=4e"2%c0s2x —[4e~2*sin2x + — (9sin2x + €4s2X)

Problema 8. Escriviu el tipus de solucié particular que caldria assajar en cadas-
cuna de les equacions diferencials segiients, a partir del métode dels coeficients

indeter minats.

@ y"+y —2y =&,

(b) YV 4y —2y" = 4x3 +3x— 1.

(€) Y'+2y + 2y = 2xe*sinx.

(d) y'—2y — 3y = (8x—5)sin(2x) + x*cos(2x).

Resolucié
(@) Tenimy” +y" —2y = e* i I’equacio caracteristica és

m +n? —2m=0 <= m(n*+m—-2) =0
d’on deduim m; = —2, m, = 0 i mg = 1. Per tant, assagem amb la soluci6 particular
Yo = AEX.
(b) L’equaci6 caracteristica de y™) +y” —2y" = 4x3 4+ 3x— 1 és
m' +m’ —2n? =0 <= mP(MP +m—2) =0
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d’on deduim m; = —2, m, = O arrel doble i m, = 1. Per tant, assagem amb la solucié
particular
Yp = (AC+BX +Cx+D)x°.

(c) Tenimy’ 42y + 2y = 2xe*sinx i I’equacio caracteristica és
nm’+2m+2=0
ésadir,

—2eya

—1+£i
> i

d’on deduim a = —1i 8 = 1. Per tant, assajarem amb la solucié particular

yp = €'[(AX+ B) cosx+ (Cx+ D)sinx].

(d) Finalment, I’equacio caracteristica de y’ — 2y — 3y = (8x — 5)sin(2x) + X? cos(2x)
és
m’ —2m—-3=0
d’on obtenim my = —1 i m, = 3. Per tant, la solucio particular és

Yp = (A% + Bx+C) cos2x+ (DX’ + Ex+F) sin2x.

Problema 9. Integreu I’equaci6 diferencial y”’ +2y +y= e *Inx.

Resolucid
Es tracta d’una equacioé no homogénia a coeficients constants. Determinem primer la so-
lucio, yi, de I’equacid homogeénia associada. Despreés, aplicant el metode de variacié de

les constants o parametres, hi trobarem una soluci6 particular, y,. Finalment, la soluci6
general sera y = Y+ Yp.

(a) Soluci6 de I’homogeénia.
Y +2y +y=0=m*+2m+1=0<+= (m+1)2 =0 <= m= —1,arrel doble.

Per tant,
Vh = Ci e ¥+ coxe %

(b) Solucié particular. Tal com hem esmentat abans, aplicant el metode de variacié de
les constants o parametres, considerant

Yp = CGi(X)€ + o (X)xe™* 4.2)
obtenim el sistema
c(x)e™ + (x)xe ™ =0
—c(X)e* + g(x)(e*—xe¥) = eXInx}
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ésadir,
¢ (X) + c(x)x =0
~G(xX) + GX)(A-X) = Inx [
Resolem-lo:
0 X 1 0
(%) Inx 1-—x | & -1 Inx |
¢ (X) = = —xInx, X) = =Inx.
' 1 x 1
-1 1-xX -1 1-x
Ara només cal integrar per parts per deduir ¢; i C,:
X2 2
ci(X) = _/xlnxdx(imegranﬁJer e T (1-1nx?),
G(x) = / inxdx = x(inx-1).
Aixi, una solucié particular de I’equacio diferencial és
xe>x
Yp (substituinta (4.1)) 4 (Inx N 3) ’
(c) Finalment, la solucio general és
x2e X
Y =Yh+Yp=Ci€ *+Cxe *+ 2 (In*—3).
A lafigura 4.8, en y
podem veure la grafica 3k
per a diferents valors de h
C iGC,. x2e~x
y=Cie ¥+ Coxe ™ + (Inx? = 3)

C.1=1,C,=05

Equacions lineals %

Fig. 4.8

Solucié de I'equacio
diferencial

Y'+2y +y=e"Ilnx

87



% Equacions diferencials. Problemes resolts

88

Problema 10. Considereu I’equaci6 diferencial

Xy’ —(2x+1)y +2y=0.
(@) Comproveu que hi ha una solucio del tipus y(x) = € per a un valor determi-
nat de A.
(b) Trobeu-ne una altra soluci6 que no sigui multiple de I’anterior.

(c) Demostreu que les dues solucions trobades anteriorment son linealment in-
dependents.

(d) Escriviu la soluci6 general i trobeu-ne la que satisfa y(1) =y'(1) = €.

Resolucio

@

(b)

N’hi ha prou a substituir y = €™ i les seves derivades a I’equacio diferencial:
APxe™ — (2x+ 1)AeM 426 = 0.

Podem dividir per &, atés que la funcié exponencial no és mai zero. Agrupant els
termes, n’obtenim

(A2 —2A)x+2—-A =0.
Recordem que aquesta és una equaci6 funcional, és a dir, és una igualtat que ha de

ser certa per a tots els valors de x. Evidentment, aixo implica que A2 —2A =0 i
2 — A =0. La solucié comuna d’aquestes dues equacions és A = 2.

Per tant, la primera soluci6 d’aquesta equacio diferencial és y, = €.

Per trobar una altra solucié, fem servir el metode de reducci6 d’ordre (o de variacid
de les constants).

Considerem y, = k(x)e*. Imposem que Y- sigui solucié de I’equacié diferencial. Per
simplificar una mica la notacio, posem k = k(x). Tenim:

Y, = ezx(2k+ k')
Y, = €(4k+ 4K +K").

Substituint a I’equacid, obtenim
X (4k + 4K +K') — (2x+ 1) €¥(2k +K) + 2ke” = 0.
Simplificant,
XK’ + (2x— 1)k =0,

0, equivalentment,
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Integrant a les dues bandes,
In|K| =In|x| — 2x+C;.
Si aillem K/, ens queda
K = Cyxe .

Integrant per parts, podrem trobar k:

1 1 1 1 1 1
—2X Ay — _ Ty X = —2X Ay — Ty 2X T am2X T a2 -
/xe dx= 2xe +2/e dx= 2xe 4e +GC = 2e (x+2)+C3.

Recordem que podem prendre C; arbitrariament. Aixi, doncs, triem (per comoditat)
C; = 0. En definitiva

k(x) = —C, % e (x+ %) .

Pel principi de superposicid, podem donar a C, el valor que vulguem (sempre que no
sigui 0), fem C, = —4. D’aquesta manera, obtenim

Yo = € Z(2x+ 1) = 2x+ 1.

Per tant, una segona solucié pot ser y, = 2x+ 1.

(c) N’hi ha prou a calcular el wronskia:

e 2x+1

_ —2X
e 2 ’_ 4xe ",

Per a x # 0, aquest wronskia és diferent de zero i, en conseqliéncia, ambdues solu-
cions son linealment independents. Recordem que treballem en un interval que no
conté el 0, ja que el coeficient de y’ és a, = X i s’anulla per ax = 0.
(d) Lasolucié general és
y=Ce” +c(2x+1).

La seva derivada és

y = 2¢,6” + 2¢,.
De la primera condici6 inicial, tenim

€+ 3¢, = €.

I, de la segona,

2C162 +2c, = 62
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Multiplicant la primera equacié per 2 i restant-li la segona, s’obté

Substituint després, obteni

1
C, = Zez

mc, = 1.

Per tant, la solucié que satisfa les condicions inicials és

1, ¢ B

N

(& + 28+ &).

A la figura 4.9, en veiem la grafica.

Fig. 4.9

Solucié de
xy'—(2x+1)y +2y=0
que satisfa

)=y (1) =¢

30+
20+

10

y
A

1
[y= Z(e2X+2e2x+e2)

Problema 11. Una massa d

A 2

e 2 kilos allarga un ressort 61’25 cm. Ent = 0, s’alli-

bera la massa des d’un punt situat 10 cm per sota de la posicié d’equilibri, amb una
velocitat ascendent de 8 cm/s. Determineu-ne I’equaci6 del moviment.

Resoluci6

Per trobar la constant elastica d
F és la forca que hi actua i d,
és, simplement, el pes. Per tant

Hem considerat g = 980 cm/s?.

L’equacio diferencial que regei

90

el ressort, k, apliquem la llei de Hooke: F = —kd, en qué
I’allargament que es produeix. En el nostre cas, la forca
, serd

2-980 = 61'25k.
Resolent I’equacio anterior, s’obté k = 32.
x el moviment del ressort és

2X'(t) + 32x(t) = 0,
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on x(t) representa la posicié de la massa en cada moment del temps, prenent com a x =0
la posici6 d’equilibri.

A I’equacid6 diferencial lineal de segon ordre anterior, s’hi han d’afegir les condicions
inicials que, en el nostre cas, s6n x(0) = 10i xX(0) = —8.

L’equacio caracteristica associada, A% +16 = 0, té solucions A, = 4i i A, = —4i. Per tant,
la solucié general de I’equacid diferencial és de la forma

X(t) = ¢ cosdt + ¢, sin4t.

Imposant-ne les condicions inicials, es determinen les constants ¢; i ¢,. Es immediat
veureque c; =10ic, = —2.

La posicio de la massa en cada moment del temps ve donada per (v. figura 4.10)

X(t) = 10cos4t — 2sin4t.

X(t)
A Xx(t)=10 cos 4t-2 sin 4t

10

10

Nota: és usual presentar la solucié anterior de la forma x(t) = Asin(wt + ®). Per fer-ho,
cal fer servir la formula del sinus de la suma de dos angles i igualar-la amb x(t). Fent-ho,
s’obté x(t) = v/104sin(4t + @), en qué ® ~ 1’3734 radians. La constant A s’anomena
amplitud del moviment. En aquest problema, I’amplitud és 1/104 cm.

Fig. 4.10
Posici¢ de la massa per
acadat
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4.2. Problemes proposats

1. Calculeu I’equacio6 diferencial associada al feix de corbes

C1 +Cox+CaxX% + C,2 cos X+ Cs€” sin X + Coxe™ cos X+ Crxe?* sin x.

. Resoleu les equacions diferencials lineals

(@) Y +2y” + 10y’ =0.
(b) ¥O +3y +y" —y' — 4y =0.

. Resoleu I’equacio6 (x+1)y” — (5x+6)y + (6x+8)y = 0 sabent que admet una solu-

ci6 del tipus y = e*.

. Esbrineu la solucio general de I’equacio diferencial

cccy e xt
y —7e™* —x2?[=0.
y' 49e ™% 2x?

. Resoleu I’equaci6 d’Euler x2y" +7xy + 10y = 0.

. Resoleu I’equacio y’ — 4y + 4y = (x+ 1)e* aplicant-hi el métode de variacié de les

constants.

. Escriviu el tipus de soluci6 particular que correspon a I’equaci6 diferencial

yv —4y” + 10y’ — 12y + 5y = f(x),
Si
(@ f(x)=-7.
(b) f(x)=(25¢—x*—1)e-
(c) f(x)=e*cosx.
(d) f(x) = (3x—2)e*sin(2x).

. Siguin p,q € R tals que p?+ 1 > 2(p+2q). Utilitzeu el canvi x = € per resoldre els

apartats segients:

(@) Demostreu que la solucié general de X2y’ + pxy’ +qy = 0 és y = AX™ + Bx™, on
my i mp so6n uns nombres reals determinats.

(o) Suposeu que 8 # my, m,. Calculeu la solucié de x2y” + pxy +qy = ax”.

(c) Sigui 8 = my. Escriviu el tipus de solucié general que té I’equacié X2y’ + pxy’ +
qy = ax’.

(d) Resoleu el problema de Cauchy x2y” +3xy — 3y = 4%, amb y(1) = —1 i
y()=17.
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9. Sigui I’equaci6 diferencial (3x—7)y" —9(x—2)y +9y=0.

(a) Comproveu que y; = €% iy, = x— 2 son solucions de I’equacié anterior.
(b) Demostreu que vy i Y, s6n solucions linealment independents.

(c) Calculeu el wronskia de y; i y,. Avalueu-lo en el punt x = % Contradiu aquest
resultat cap teorema?

10. Demostreu que, si y; i Y, son solucions de
Y +PX)Y +QXy=fi(x) i y'+P(X)y+Q(X)y= f2(X),
respectivament, aleshores y = y; + Y, és soluci6 de I’equacio
Y +P(X)y +Q(X)y = f1(X) + f2(X).
Com s’anomena aquest resultat?

11. Una massa de 2 kg penja d’un ressort que té constant elastica k = 2. Suposeu que
sobre la massa actua una forca esmorteidora que és cinc vegades la velocitat del
moviment. Suposeu també x(0) = 8 i X'(0) = —7. Determineu-ne I’equacié del mo-
viment.

4.3. Breu resum teoric

Sobre les solucions de les equacions diferencials lineals

La diferéncia de dues solucions de I’equacié completa y’ +P(X)y + Q(x)y = R(x) és una
solucid de I’equacié homogeénia associada y” + P(X)y + Q(x)y = 0.

Principi de superposicid per a equacions diferencials lineals i homogénies

Siv1,¥2,-- ., Yk SOn solucions d’una equacid lineal homogenia en |, aleshores la combina-
cio lineal

y=Ciy1 +C¥o + ... +Cyk

també és soluci6 en I, per a qualssevol C;,C,,...,C € R.

Soluci6 general de I’homogénia

La solucié general de I’equacié lineal i homogénia d’ordre n
2, (Y™ + a0 1 ()Y + -+ a1 ()Y +ag(x)y =0
és
Y =Cy1(X) +Coy2(X) + - - +Cryn(X),

onyi(X),¥2(X),- -+, ¥a(X) s6n nsolucions linealment independents i C;,C,, . .., G s6n unes
constants qualssevol.

93



% Equacions diferencials. Problemes resolts

94

Equacions lineals homogénies amb coeficients constants

(A) Ordre 2, ay’+ by + cy = 0. Distingim tres casos segons les arrels de I’equacio
caracteristica am? +bm-+c = 0.

(1) Dues arrels reals diferents, my, m,. La solucié general és
Y(X) = C&™* + Cre™.
(2) Unaarrel real doble m. La soluci6 general és
y(x) =y = C,&™ 4 Coxe™.
(3) Dues arrels complexes conjugades, a =+ fi. La soluci6 general és
y(x) = C €™ cos Bx-+C,e™sin fx.

(B) Ordre superior, a,y™ +a,_1y" 4 --+ay +ayy=0,amb a,,---,a;,a € R, cons-
tants. Considerem les arrels de I’equaci caracteristica

am +a, Mt fam+a, =0.

(1) e Per a cada arrel real m, amb multiplicitat k, hi ha k solucions linealment
independents:

g™, x@™, ..., X< lg™,
Aleshores, cada arrel real contribueix a la soluci6 general amb
C1&™ +Coxe™ + - - + G Le™.
e En particular, si I’arrel és simple (k= 1), déna
Ce™.

(2) e Per a cada parella d’arrels complexes conjugades a =+ bi, amb multiplicitat
k, hi ha 2k solucions linealment independents:

€™ cosbx, €*sinbx, xe™cosbx, xe*sinbx, - -

X1e™coshx, X<1e™sinbx.

Aleshores, cada parella d’arrels complexes contribueix a la solucié general
amb

€™(C, cosbx+ C, sinbx) + xe®™(C; cosbx + Cysinbx) + - - - +

+X1e™(Cyi_1 COSbX + Cyc Sinbx).
e En particular, si la parella té multiplicitat simple (k = 1), déna

€™(C, cosbx+C, sinbx).
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Solucions particulars. Métode dels coeficients indeterminats
Sigui ay” + by +cy = f(x), amb a,b, c, constants i, en general,
any"” +an 1y Y+ ey +ay +ay = f(X).
@ () =Pn(x).
e Si 0 no és arrel de I’equaci6 caracteristica,
Yp = Pn(X).
e Si 0 és arrel de I’equacié caracteristica amb multiplicitat k,
Yo = X< Pn(X).
(b) f(X) =e™Pn(X).
e Si a no és arrel de I’equacio caracteristica,
Yp = €7 P(X).

e Si a és arrel de I’equaci6 caracteristica amb multiplicitat k,

Yp = X€™ Pn(X).
(c) f(X) = Pn(X) c0s Bx+ Qn(X)sin Bx. Sigui s= max{m,n}.
e Si £ no son arrels de I’equacio caracteristica,
Yp = Ps(X) cos Bx+ Qs(X) sin Bx.
e Si i son arrels de I’equacié caracteristica amb multiplicitat k,
¥p = X(Ps(x) cos Bx+ Qs(X) sin BX).
(d) f(x) = e™(Pn(X)cospx+Qn(X)sinBx). Sigui s= max{m,n}.
e Si a+ finosonarrels de I’equaci6 caracteristica,
yp = €% (Ps(x) cos Bx+ Qs(X) Sin BX) .
e Si a+ fBison arrels de I’equacid caracteristica amb multiplicitat k,

Yp = X“e™(P5(x) cos Bx+ Qs(X) sin BX).
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Principi de superposicié per a equacions diferencials lineals no homogenies
Siguin yp, (X) i yp, (X) solucions de

Y’ +PXY +Q(X)y = fi(x) T ¥ +P(X)y +Q(X)y = f2(x),
respectivament; aleshores, yp(X) = Y, (X) +Yp, (X) és soluci6 de

Y +PX)Y +Q(y = f1(X) + f2(x).
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Transformada de Laplace

5.1. Problemes resolts

Problema 1. El corrent en un circuit eléctric ve donat per I’equacié diferencial
4+ ai = E(t), on a és una constant, i(t) és la intensitat i E(t) és la forca electro-
motriu aplicada. Si i(0) = 0, determineu i(t) en els casos segilents, essent E, una
constant:

(@) E(t)=E5(t—1).
(b) E(t) =EyZ(1).

Resoluci6
(@) Apliquem la transformada de Laplace i denotem per | (p) = Z|[i]:
pl(p) +al(p) = Epe "
Aillant, s’obté

_ Ee?
- p+a’

1(p)

Calculant ara la transformada inversa, es pot determinar la intensitat:
i(t) = B 24 (t).
La figura 5.1 mostra la grafica d’aquesta funcid per al cas a = 1.
(b) Procedint de manera analoga a I’anterior, en aquest cas s’obté

Ece P

') = oty
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Fig. 5.1 i(t)
Grafica de
i(t) = Epe® "D (1),
amb Ey=a=1 1.0
05 | i=e'~"% (1)
L L Ti\) L
—4 -2 Y 2 4 '
05 |
El terme de la dreta es pot descompondre en suma de fraccions simples:
1 l/a 1/a
p(p+a) p pta
Per tant,
E, . 1 1
I(p) = S P2~ )
p pt+a
Aleshores, antitransformant, s’obté (v. figura 5.2)
i(t) = % (1- &) ).
Fig. 5.2 it)
Grafica de 12
i) =2 (1-e)u ), '
amb Ey=a=1
1.0
0.8
0.6
iH)=(1-e'""%
0.4
0.2
-4 -2 2 4 6 =t
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Problema 2. Resoleu el problema de Cauchy y’ +2xy —4y =1, y(0) =y (0) = 0.

Resolucio

Es una equaci6 diferencial no homogeénia amb coeficients no constants. Transformem-la
per Laplace i posem-hi Y (p) = .2 [y]. Atés que els coeficients de I’equaci6 diferencial no
son constants, la nova equacio transformada també és diferencial.

LlY+22 ] -42y =21] —

DY (p) — py(0) ~y(0) ~2 - (Y] ) ~4¥(p) = % .

dp

PY(P) -2 - (PY (P -Y(0) — &Y (D) == —
2 (1) ') — 4Y(p) = =
PY(P)—2(Y(P)+PY'(P)) ~4Y(p) o

Reordenem els termes i n’obtenim I’equacio diferencial lineal (en Y (p) i Y’(p)) de primer
ordre

—2pY'(p)+ (P°—6)Y(p) = o

L’escrivim en la forma estandard per resoldre-la mitjancant factors d’integracio:

P2 —6 1
_Z—pY(p):_ﬁ'

Sabem que existeix un factor integrant que és funcié de p. Anomenem-lo u(p). Podem
calcular-lo directament:

p’—6 ( p 3) p?
- [ —5—dp+K e/ —>+=]dp+K _E 3 K
M(p):e/ 2p = 2.p —e 4+ Ipl+ .

Per comoditat, prenem K = 0 i u(p) = p*e /4. Ja podem multiplicar per u(p) els dos
membres de I’equacid en la forma estandard:

Y'(p)

pe P4 (p) - ple P4 —pZZEGY(p) =gt

Es clar que el membre de I’esquerra és una diferencial exacta. En efecte, és

d

ap (LY (P)).
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Aiixi, doncs,
a

N — _Pewn
dp(pe Y(p)) >e

Llavors,
d <p3e*p2/4Y(p)) = —Epe*pz/“ dp.
Integrem respecte de p les dues bandes:

pSe*"z/“Y(p):*/gefpz/“dwc = ple Pl (p=e""+C

i n’obtenim
1 C
Y(p) == + =&/
(p) 5t
Sabem que, si Y(p) és la transformada de Laplace d’una funci6 determinada, aleshores,
lim Y (p) =0.

En el nostre cas, aquesta propietat implica que C = 0. Per tant,

1

Y(D)ZE

i ja tenim resolta I’equacio en I’espai transformat. Per acabar, n’obtenim la solucio
1 X2
v =2 )
p?

Es facil comprovar que la nostra solucio satisfa les condicions inicials.

Problema 3. Resoleu per Laplace I’equaci6 f’(x)+2/ f(s) ds=2x, amb la con-
0
dicid inicial f(0) = 1.

Resoluci6

En primer lloc, hem de transformar per Laplace aquesta equacié. Observem que la in-
X X

tegral / f(s) ds= / 1. f(s) dsés la convolucidé 1« f. Per tant, aquest sumand de
0 0

I’equacié queda transformat en . [1x f]. Pel teorema de convolucid, sabem que “la

transformada de la convolucid és el producte de transformades". En el nostre cas,

LAxf] =21 -2[f].
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Posem-hi F(p) = 2 [f(X)]. Aleshores, I’equacio transformada és
ZfN+2Z 1 f]|=2Z]X.

Per tant,
pF (p) — 1(0) + 2.2 (1] [f] =zé,
ésadir,

F(p) 2
F(p)—1+2— ==
pF(p) D 7

A continuacio, resolem aquesta nova equacié —que no és diferencial, sin6 algebraica—
en I’espai transformat. La incognita és F(p). Separem a una banda la F(p) i, a I’altra, la
resta de termes.

pPP+2 PP+

F(p><p+%)=§+l = F(p) > 7

Aixi, la soluci6 de I’equaci6 transformada és

1
F(p) =—.
(p) o
Antitransformem la soluci6 anterior i n’obtenim la soluci6 de I’equaci6 original:
-1 4|1
fX)=2"F(p|=Y [B] =1.

Finalment, comprovem que es compleix la condicid inicial. En efecte, f(0) = 1.

Problema 4. Utilitzeu la transformada de Laplace per trobar la soluci6 de les
equacions diferencials seguents:

(3) Y = —y+Z(t) amb y(0) = 2.
(b) y+xy —y=0,amby(0)=0iy(0) =1.

Resolucié

(@) Aplicant la transformada de Laplace a I’equaci6 donada, n’obtenim

LY = -2+ L %)

és a dir,
PL [y - y(0) = —Z Y+ L [1- (1) = -2y +e—ap%
i, per tant,
eap 2
“U= 5o D et
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Apliguem ara I’antitransformada:

y—fl[ e +—2 }31[ e ]+2$1 {—1 ]
p(p+1) p+1 p(p+1) p+1

Descomponem la fraccié ﬁ en fraccions simples:

1 A B )
=—+ = A=1iB=-1.
p(p+1) p p+l

Aixi,
e 2
e [
A p(p+1) " p+1
1 1 1
—gille® (I~ )|4291|
= G) ]2 [
1
= 2l el - L e L el 2.2t |
g e e
= Ua(t) — e A1) +2e
= (1—e ") %(t)+2e.
O bé,
= 2e™, si 0<t<a,
y(t)= l-et@42e, si t>a
Fig. 5.3 y(b)

Soluci6 de y' = —y+ (1)
amb y(0) = 2, per al cas
particular a =1

La figura 5.3 en mostra la grafica
per al cas a= 1.

1.0 ; 7777777777777777 :777 j:,:;—: ===
05
L L L L L L L L ! >1 t
-1 1 2 3 4
_05 .
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(b) Aplicant la transformada de Laplace a I’equacié y' +xy' —y =0, amb y(0) =0 i

y'(0) = 1, n’obtenim

LW+ 2] -2l o
pzzm—l—dipzm—z[y] ~ 0

} (.1)
pzf[y]—l—dfp{pf[y]}ff[y] =0

d-Zy|

PLYy-1-ZLy] - pd—p

—Zh =0

Per abreujar, escrivim Z[y] =Y obé Z[y] =Y(p) i, llavors, (5.1) s’expressa

22 1
Y (P2 =1esY - P oy —
N’obtenim, doncs, una equacio diferencial lineal en Y i Y’ que podem resoldre per
factors integrants, o bé buscant Y, i Y,. Tant d’una manera com I’altra, n’obtenim la

solucio

D’altra banda, perque Y (p) correspongui a una transformada de Laplace, cal que se
satisfaci

limY(p)=0

Py

i, donat que

ha de ser C = 0. Aixi,

p—reo p—reo p2 B
Tenim, doncs,
1
Y(p)===2
p
és a dir,
y(X) = x
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Problema 5. Calculeu:
(@) Z[et?sin3t].
ol af(2 6 9 »
(b) £ t|eP EJFEJFB . En aquest cas, expresseu-ne la solucié com una

funcio definida a trossos.

Resoluci6

(a) Aplicant les propietats de la transformada de Laplace, tenim

d2
Pt ol - @ .
Z[et?sin3t] = .,Sf{t ésm3t] = dpzz[e‘sm?t]

d? . d? 3
= d—pzz[ésm?,t]pﬁpfl TS [7(p—1)2+9]
_d [ -3-2p-1)

dp | ((p—1)2+9)°
9-3(p-1p

Una altra manera, més comoda de treballar:

Z[étsindt] = & [éZsin3y] — Z[sin3t], .

d? . d? 3

= G s = 4 |
p—p-1

da]_=6p

dp | (p2+9)°

p—p-1

(b) Aplicant les propietats de I’antitransformada, obtenim que

2 6 9)\]
7 {e‘” ( +<+ )
PP P/
ésigual a
2 1 1
L e 7 +62 7" e e +9.27" e o |~
j[XZ] ?[’X]/ L ,Sf’[l]

3(X—3)*5(X) + 6(x— 3) %5 (X) + 9% (X) = (3% — 12X+ 18) Z3(X).
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Es a dir,
[ 2 6 9 0 si 0<x<3
1 3p( & -~ v _ y <
z {e <ps+pz+p)}—{ 3¢ —12x+18, si x>3.
En tenim la grafica a la figura 5.4.

Fig. 5.4
5 Grafica de

z! {e’*/’ <%+i+2)]
PP

= X
6

Problema 6. Demostreu que, si f és una funcid periodica de periode T, és a dir,
f(t)= f(t+T), aleshores

1

Zf()] = T e~

/OT e f(t)dt.

Resolucié

Per definicid, la transformada de Laplace de f(t) és
2[f1) = / f(t)edt.
0
Expressem la integral com a suma de dues integrals: unade O finsa T i I’altrade T a oo:
T oo
2H1)] = / f(t)e <t +/ f(t)e < dt.
0 T

A la segona integral, fem ara un canvi de variable: u=t —T. Tenint en compte que la
funcio és T-periodica, aquesta segona integral sera

/ f(t)e‘s‘dt:/ f(u+T)e-W+T>du:e—ST/ f(u)edu.
T 0 0

Per tant,

2IF()] = /OT ft)e Sdt+e /: f(wedu.
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Com que la variable u és una variable muda (és indiferent el nom que tingui), és clar que
la darrera integral de I’expressié anterior és, de nou, la transformada de f. Es a dir,

2f(t)] = /T ft)e Sdt+e.2[f(t).

0

Aillant la transformada de f, s’obté

2[f(1) = %/{jf(t)e‘gdt.

Problema 7. Considereu un circuit LR, és a dir, un circuit on només hi ha dos
components: una resistencia i un inductor. L’equacid diferencial per a la intensitat
del corrent eléctric és

di
L +RI=V().

Suposeu que la funci6 d’entrada és I’ona quadrada, definida a I’interval [0,2) per

1, si0<t<1
V(t)_{ 0, sil<t<?2

i, fora d’aquest interval, imposeu que sigui periodica de periode T = 2. Suposeu
també que i(0) = 0. Determineu-ne la intensitat.

Resolucio

Transformant I’equacié per Laplace (i aplicant-hi el resultat del problema anterior refe-
rent a les funcions periodiques), s’obté

1

Lsl(s) +RI(s) /Oze‘S‘V(t)dt"'s(H_es)-

T 1-e®

Per tant,
(s) = 1/L 1
~ s(s+R/L) 1+4+es

Calcular I’antitransformada de la funci6 de la dreta no és trivial. D’una banda, hem de
tenir en compte que e° < 1 per a s> 0. Aleshores, considerant —e° com la ra6 d’una
progressio geomeétrica de primer terme 1, es té

1
l+es

:17e—s+e—257e—35+e—437'”

D’altra banda, podem descompondre la primera fraccio en suma de fraccions simples:

L 1R LR

s(s+R/L) s s+R/L’
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Per tant,

()= (l/TR si/RR;L> (l-este®—e® e

O, equivalentment,

-4 seke) s v Cos) ]

Ara, antitransformant terme a terme, s’obté

Problema 8. El funcionament d’un dispositiu determinat ve modelat per I’equacio
y'(t) =3y'(t) +2y(t) = f(t), ¥(0)=0,y(0)=-3,
on la funcid f(t) indica les variacions de temperatura i ve donada per

0, si 0<t<2
f(t)_{t, si t>2.

Trobeu y(t) i expresseu-la com una funci6 a trossos.

Resolucio
Aplicant la transformada de Laplace a I’equaci6 donada, n’obtenim
ZYy' ()] -3Ly )] +2Zy1t)] = L ()] (5.2)

Observem que f(t) =t%(t). Llavors, tenint en compte les propietats de la transformada
i les condicions inicials, I’equacié (5.2) es transforma en

P22 [y(t)] - py(0) =y (0) = 3pZ [y(1)] + 3y(0) +2.L[y(t)] = .Z [t % ()]
= Z[t-2)%)]+ 2L [27%(1)]
= e P L[t +2ePL[1]

1 1
ES eﬁsz + 2872[)6
per tant,

LYO)[P—3p+2 = e*zpé +2e*2f’% T (p—3)y(0) +(0),

(P-1)(p-2)
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és a dir,

1+2p . -3
PP(p—-1)(p—2) (p—1(p—2)

Descomponem les fraccions de I’expressio (5.3) en fraccions simples:

L)) =e?P (5.3)

__142p A B C D _
P?(p—2)(p—-1) p P p-2 p-

Ap(p—2)(p—1)+B(p—2)(p—1)+Cp’(p—1) +Dp*(p—2)
P*(p—2)(p—1)

3 E , F _E(p-1)+F(p-2)
(p—2)(p—1) p—2 p-1  (p—2)(p—-1)

igualem i n’obtenim el valor de les constants:

A=-B=-C=-D=-3E=3iF=-3

RG]

1
2!

I~

Aplicant I’antitransformada a I’expressi6 (5.3), determinem y(t):

o= o120

_1 -3
2o Dip-2| 7 [(p—l)(p—a}

:7g[mj+.glel}sglkmit}
P p? p—1

4
1 1 1

5 1 —2p 1 -1

e R e e =]

= 2%(0 + %(t —2)(t) — 362U (t) + 222 9(t) + 3¢ — 3e*

=3¢ -3+ { thT—3et 2 gez“‘] U (1).
Es a dir (v. figura 5.5),
3¢ — 3¢, si 0<t<2,
y(t) = 3

3 — 3e2t+4+ —3e24+ > e2t4 si t>2.

110



Transformada de Laplace %

y(©) Fig. 5.5
L | L gl Grafica de y()

05 10 15 26— 25 30 35

~500 -
~1000+
~1500 \
~2000 - \
~2500 -

—3000 -

Problema 9. Resoleu el sistema d’equacions diferencials
y' —X'=36(t—1)
2x"+2y =56(t —Zn)}
amb les condicions inicials x(0) = x'(0) =0, y(0) = 1i y'(0) = 0. Expresseu-ne les

solucions x(t) i y(t) com a funcions definides a trossos.

Resolucié

Les transformades de les nostres incognites X(t) i y(t) seran les noves incognites. Consi-
derem-ne la notacio usual:

ZX=X(p) i £y =Y(p)
Transformem les dues equacions del sistema original i n’obtenim el nou sistema

ZY-ZKX]=32[5(t-1)] }
2L X +2L[y] =5.2[5(t—2m)]

A partir de les propietats de les transformades de Laplace, el sistema queda

PPY (p) — py(0) —Y'(0) — p°X(p) + px(0) + X (0) = 3e™®
2p?X(p) — 2px(0) — 2X(0) + 2Y(p) = 5e 2™

Hi imposem les condicions inicials i simplifiquem les equacions

PPY(p)—p’X(p)=3eP+p (1)
2Y(p) +2p*X(p) = 5 ™ (2)

A continuaci6, multipliqguem I’equacié (1) per 2 i li sumem I’equaci6 (2), per tal d’eliminar-
ne X(p). Llavors,
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2(p*+1)Y(p) = 66 P+5e 2" + 2.

Ara podem aillar la transformada Y (p):

(6]

— Y —P e 2np
Y=gt et e

Antitransformem Y (p) mitjancant el segon teorema de translacio i les transformades
elementals. Aleshores, n’obtenim una de les nostres incognites:

y(t) = cost +3sin(t —1)Z4(t) + g sin(t —2m) % (t) (3).

Per obtenir-ne I’altra, aillem la transformada X(p) a I’equaci6 (1) i la posem en funcié
de Y(p):

1 1
P°X(p) =p°Y(p)—3eP-—p = X(p):Y(p>f3e*"gf5~

Aleshores, quan antitransformem X(p), podem aplicar-hi directament I’antitransforma-
da de Y(p), és adir, la y(p) que hem obtingut a (3). Aixi, doncs,

X(t) =y(t) -3(t-1)7a(t) -1,

X(t) =—14cost+3[sin(t—1)— (t—1)] 2 (t) + g SiNt % (1).

Val a dir que hem tingut en compte la 27-periodicitat de la funci6 sint, és a dir, que es
compleix sin(t — 27) = sint.

Finalment, escrivim les solucions com a funcions definides a trossos. Per aixo, cal orde-
nar les funcions %4 (t) que apareixen a les expressions de x(t) i y(t) en sentit creixent del
parametre a. En el nostre cas, ja hem posat primer % (t) i després %, (t). En efecte, la
funci6 % (t) s’activa a partir det = 1, mentre que %,(t) no ho fa fins at = 2t —abans
del temps 27 és nulla—. La solucié demanada és

—1 -+ cost, sio<t<1,

x(t) = 2+cost+3sin(t—1) —3t, sil<t<2m,

: 5 . .
24cost+3sin(t—1) —3t+ 5 sint, si2w <t,

cost, sio<t<l,

cost+3sin(t —1), sil<t<2m,

yit) = CostIsnt =y steen
. 5 . .

cost+3sin(t—1) + 3 sint, si2m <t.

Les figures 5.6 i 5.7 mostren les grafiques de x(t) i de y(t).
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X(t) o 50
Grafica de x()

-10

-15

-20

-25

y(®) Fig. 5.7
Grafica de y(1)

Problema 10. Calculeu
71 [In (ﬂﬂ . s>2.
s—2

Resolucié

Sigui F(s) =1In (S%) Observeu que F(s) satisfa una de les propietats que han de com-
plir les transformades: lims_,.. F(s) = 0. Per trobar-ne I’antitransformada, fem servir el
resultat seglient: si F (s) és la transformada de Laplace d’una funcio f(x), aleshores

F'(s) = =2 [xf(x)],
o, equivalentment, £~ [F'(s)] = —xf(X).

Sigui f(x) I"antitransformada de F(s). Com que F(s) = In (£}) = In(s+1) —In(s—2),
en el nostre cas tenim
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1 1
L =/ - —— | = —xf(x).
e s
Es facil trobar les antitransformades de les fraccions anteriors:

=g1[_£___i_]:ex_§&

s+1 s-2
Per tant,
e — e = —xf(x).
Aillant f(x), n’obtenim
e2x —_eX
f =
() = —;

A lafigura 5.8, en podem veure la grafica.

Fig. 5.8 f(x)
Grafica de
f@)=2"In(35)]

pera s>2

P X
3
Problema 11.
. 3(1+e ™)
a) Calculeu I’antitransformada de Laplace d@ ———————.
Q P CENCEY)

(b) Resoleu I’equaci6 diferencial de segon ordre y’ + 4y = f(t) amb y(0) =0 i
y(0) =0, on f(t) és la funcid

sint, si0<t<m,
o _{ 0, altrament.

114



Transformada de Laplace %

Resolucio

(a) Descomponent la part racional de la funcid Y(s) en fraccions simples, tenim
31+e7™) _ -1

=1 "N =—+=—).

@+l)@ra _Fe )<s2+1+s2+4)

Multiplicant els dos factors, se n’obtenen quatre termes. L’antitransformada de ca-
dascun d’ells es detalla a continuacio:

Y(s) =

1

z! g1 = sint,
z SZLM zésin(ZI),
1 M e s ) .
< —32—1—]_ :sm(t—n)%n(t) = _Sm(t)%n(t),
M e—T[S T 1 1
-1 - _ - . B _1 A
< $+4] 2sm(2(t 7)) (t) 25|n(2t)@/ﬂ(t).

Per tant, 1 L
y(t) =sint — > sin(2t) —sint%,(t) — 5 sin(2t) %, (t).

A la figura 5.9, en podem veure la grafica.

y(t) Fig. 5.9
Grafica de
y(t) = sint — L sin(2r)
1.0 //\ \ —sint%(t)
/ \\ —1sin(20)%:(1)
/ \
0.5 \

\

SIS

\
2 2 2 3
~05
~1.0

(b) Aplicant la transformada de Laplace a I’equacié diferencial, obtenim que
ZY+4Zy] =2 [f{1)].

Anomenem Y (s) la transformada de y i F(s) la de f; aplicant-hi la regla per transfor-
mar la derivada d’una funcid, tenim que

£Y(s)+4Y(s) = F(9),

i, per tant,
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Fig. 5.10
Grafica de

y(t)= %(sint — Lsin(2r)
—sint % (t)
~Lsin(20)%4(r))

Fig. 5.11
Grafica d'una
determinada funci6 f(x)
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Fent servir la funcié salt unitari, podem escriure f(t) com
f(t) =sintZ (t) —sint%, (t) = sint% (t) +sin(t — ©) %, (t).

Aplicant-hi el segon teorema de translacio, tenim que

1 efﬂfS
Fe=grit et
i, per tant, Y(s) esta donada per
1 e
Y - )
O=@inEre T @rnEre)

que és precisament, excepte un factor 3, la funcid de la qual el primer apartat dema-
nava I’antitransformada. Es a dir, la soluci6 de I’equacio és

y(t) = %(sint - %sin(Zt) —sint . (t) %sin(zt)%(t)).

A la figura 5.10, en podem veure la grafica.

y(®)
0.4
0.2 \
\
‘ \ >t
2 2 2 2 3
-0.2
-0.4

5.2. Problemes proposats

1. Determineu la transformada de Laplace de la funcié f(x) donada per la grafica de la

figura 5.11.

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
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2. Esdefineix la funcio part entera de x, i es denota per E(x) = [x], com el nombre enter
més gran que és inferior o igual a x (v. figura 5.12). Determineu la transformada de
Laplace de E(x) pera x> 0.

Fig. 5.12

y Grafica de la funcié
3 P — E(x) = [x]
2 *—0
1 *—0
X
-3-2-10] 1 2 3 4
—-1
0 -2
[ S) -3

3. Resoleu per Laplace I’equaci6 diferencial y’ + 3xy’ — 6y = 2, amb les condicions
inicials y(0) =y (0) = 0.

4. Calculeu la transformada £ [€t? cos(4t)].
5. Per a quins valors de p existeix F(p) = . [e ¥]?
6. Trobeu la transformada de Laplace de la funcio
" :{ sint,  sit € [2kn, (2k+1)7],
0, sit e [(2k+1)m, (2k+2) 7],
per a k enter superior o igual a zero.

7. Integreu I’equacid diferencial y’ 4+ 4y = & (t — 2m) —t%,(t), amb les condicions ini-
cials y(0) = y(0) = 0. Escriviu-ne la solucié com una funcié definida a trossos.

8. Trobeu I’antitransformada de la funcié
s+3
F(s)=In[ — ).
9= (%)

9. Resoleu el sistema

Yy — X' =35(t—1)
2x”—|—2y:55(t—27c)}

amb les condicions inicials x(0) = x'(0) =0, y(0) =1, y'(0) = 0.

10. Resoleu el sistema

—2y+5z
—X—-y+52
2X—2y+3z+e

X
y
Z
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11. Calculeu la solucié general de I’equacié

xmmzéﬁa_um+ﬁ

5.3. Breu resum teoric

Definicié de transformada de Laplace

Sigui f(x) una funci6 definida per a x > 0. Si la integral impropia

+oo
/ e P f (x)dx
0

és convergent, s’anomena la transformada de Laplace de f i es representa per . [f] o
bé F(p).

Propietat de linealitat

Siguin f(x) i g(x) funcions amb transformades de Laplace respectives . [f] i .-Z[g].
Aleshores,

= Z[f+d =2[f]+2]d,
= Zkf]=kZ|[f],peratotk e R.

Limit d’una transformada
Sigui F(p) la transformada de Laplace d’una funcio; aleshores,

lim F(p) = 0.

oo

Primer teorema de translacio (o formula de desplagament)

Sigui f(x) una funcié amb transformada de Laplace F(p); aleshores,
Z[ef(x)) =F(p—a), peratotac R.

Funcio salt unitari

Definim la funci6 salt unitari % (X) = % (x) com (v. figura 5.14)
0, si x<0,
% (x) = { 1, si x>0
Sigui a > 0. Es defineix la funcié %,(x) com la translacid (v. figura 5.15)

0, si 0<x<aq,
ww-wx-a={ 3 § °<2
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Fig. 5.13
Funcid salt unitari % (x)
1
X
0
Fig. 5.14
Funcié %,(x)
| e
1
1
I
|
1
|
|
N X
a

Segon teorema de translacié
Siguina > 01 f(x) una funcié amb transformada de Laplace. Aleshores,
Zf(x—a) Z(x)| =e 2 Z[f(X)].
Funcié impuls unitari
Siguinty > 010 < a< to. Es defineix la funcié impuls unitari com (v. figura 5.15)
0, si0<t<ty—a,
Gat—1t) = %, sitp—a<t<ty+a,
0, sit>tg+a

Fig. 5.15
Funci6 impuls unitari

2a

Delta de Dirac
S’anomena funcid delta de Dirac I’expressié

5(t—to) = lim 5a(t —to).
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Teorema de convolucio

Siguin f(x) i g(x) funcions continues a trossos per a x > 0 i d’ordre exponencial. Ales-
hores,

Ztxg =2[f]-Z[g].
Transformada d’una funcié periodica

Sigui f continua a trossos per a x > 0 i d’ordre exponencial. Si f és periddica de periode
T, aleshores
1

Ll =1

) e P f(x)dx.

Transformades de Laplace: £ [f(x)] = F(p)

1 a
=21 =2 =2 [sinhax] =
p e
N n! P
"L = =123, "L leosha = 5
) = . 2ap
= 2 [x V2] = \/% = Z[xsinax] = Py
1 pPoa
.’g[eax]:ﬁ = Z[xcosax| = 1)
_ a . 6ap® —2a’
-.f[smax]*m -Z[XZSmaX}:W
D 2p® —6a’p

s ZX'f(X)] = (—1)"d—pF(p), n=123,-

= Z[f(x—a)%(X)] = e *F(p),a>0. =En particular, £ [%(x)] =e*/p
= Zy]=pY(p)—Yy(0), on Y(p) =2y

= Z[y'] = p°Y(p) — py(0) — Y (0), on Y(p) = .Zy]

=2 [y"] = pY(p) — PY(0) ~ PTPY(0) -~y H(0), on Y(p) =2y
.g[/jf(t)dt}:i;’) C () — e
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Solucions dels problemes

6.1. Generalitats sobre les equacions diferencials ordinaries

1. (a) Si.
(b) Si.
(c) No.
2. (8 y=1.
8 2
b) [1+ )] =Ry
(c) y =3x

(@ 3y () = [1+ () |y".

3. (a) Elcamp corresponentayzies mostra a la figura 6.1.

QAL L (Y Yy P4 A A A AAAAA Figbl

QAL LYYy LA A A A AAAAR Campdonatpery’:X
ARNNNNNNNNNN b bt v g A x a0 x
ARy VA A A A A A A AT
ARNANNNNNNN N A S A A x

b O U N N N U W T | A PSP A A aF g% 4

P e e N N N N N Y | AP A I OF 2% 2%
‘*\\\\\\\‘2 A A A G a4

P e R e N N T T P S >

4
'

,,,,, > - >

>y ¥y ¥y ¥y ¥ ¥ xS 4 L N N e e e )
>y vy ¥y ¥y ¥ A A A A L N Y T N N U S
XA A A A A A [ T U U W VU U N N
D
KAAAAA A A [ T N NN U NN
1//////%%47(5*\%\\\\\\\
AAAAAA A A AN AN TR T T W W W N N
A A A A4 4 4 4 4 4| IR TR TR TR R U NN
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(b) El camp corresponentayz7ys’iI-IustraaIafiguraG.Z.

Figho ¥ A A A A A A A A AR ¥ L LA A

Camp donat per y/ = —> //////AAAAS{ YOO \\\\\\\

X FAAAAAA A A AL OO0

IAAAAAAA A B U NN NN

VAANAAAA A A AL 0O

VN AAAAA A I N N N N N Y

VY VYV YA A A A [N N Y

L £ 5 . A I AN A Y NOWN A A A AL TR

> v vy vy v a s NN N e

> > > > - N
L = = P P ;

A A A A A w2 N A O O = = )

E N N N U N N W | L A T A A R A = 4

E N N N N W U B | [ Y A S A A A A AW 4

AR ANANANAN N Y A Ay

N N N N O R LA A A AAA A AT

AN vy A A AAAAAS

N N N O O N IR I A A A A AAAAAS

U R R N U R I T A d A A4 4449494929

(c) L’esquema del camp corresponentay = %X s’eshossa a la figura 6.3.

Fig. 6.3 e N N 'Y
Camp corresponent a NN N
I RN N NN
yiy N U Y NN R
e Y

T T T T U

S N N U N TR I

S U N U T T T

A T T T T TR 1

AR B A |

**‘5* SN 2,4, 464*

L TR TR TR T A A A |

T T T T T SN2 AT I B B B

LR T TR T W - s A A A A A AA
NN U Y s - e A A AAA
NN N . I S P A

DR N N N N > dxx A AAAA

L N N et e dE e AP P P P AP

DR O N N N - T X A AAAA

AW RN R A A A e >y r v AAA

4. Si, pel teorema d’existéncia i unicitat.

5. Per demostrar que no hi ha unicitat a I’origen, només cal comprovar que y; iy, son
dues solucions de I’equaci6 diferencial i que ambdues passen per (0,0). No podem
aplicar-hi el teorema d’existéncia i unicitat perque les funcions

X5

f(xy) = v i 3—; no sén continues en (0,0).

124



Solucions dels problemes %

6. (a) Equacio uniparamétrica: (x—c)?+y? = ¢, en que c és el parametre. L’esbos de
la grafica es mostra a la figura 6.4.

Fig. 6.4
Circumferencies tangents
aleix OYa (0,0)

(c, 0) (C 0)

(b) Equacid biparamétrica: (x—a)? + (y —b)? = a* +b?, en qué a i b son els dos
parametres. En tenim I’esh6s de la grafica a la figura 6.5.

Fig. 6.5
Circumferencies que
(a,b) . passen per l'origen

7. 2(y=xy)[1+ (Y)?]+Y (¢ +¥*) =0
8. Indicacid: podeu derivar el feix de corbes dues vegades i eliminar-ne els dos parame-
tres.

9. Es clar que formen trajectories ortogonals: les rectes que passen per I’origen tenen la
direcci6 dels diferents radis de les circumferencies centrades a I’origen (v. figura 6.6).

Fig. 6.6

y Circumferéncies
centrades a l'origen i les
seves normals

10. (a) Les rectes que passen per I’origen.
() Les clbiques y =Cx®.
(c) Les exponencialsy = Ce*.
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11. (a) No.
(b) No.
(c) Si.

6.2. Equacions de primer ordre

y—x—In|3x+y+1]=Ciy=-1-3x
X2 +3yInx+y* =C.

(3x—Yy)*(3x+y) =C.

xeY’ =C.

y=e*(x+C).

a > w DN oE

6. La solucio és la familia de corbes y _ K

X+e

7. y=Cx—x2+xInx.

_ C _ cosx
8. y_cosx 2

9. y=C;X*4+C, +2%Inx.
10. L

Y=t

11. (a) —ydx+ (Y2 —x)dy=0.
(b) (y>—x)dx+ydy=0.
(©) u(x)=e*
(d) (y?—x)e**dx+ye*dy=0.
(&) (2y? —2x+1)e” =K.
() (22 —2x+1)e* =3,

6.3. Aplicacions
dy  —AH2/2gy
dt 2Lz o
y=3x2+4x+2.
y=6€e—4,
y=4x3.

a > WD

Sén hiperboles. De fet, si denotem per k > 0 la constant de proporcionalitat, les
corbes tenen equacio kx? —y?> =C.

6. Lavelocitat limit és %il’equaciédel moviment és x(t) = {' In [cosh q/gnftﬂ,

on k és la constant de proporcionalitat corresponent a la resisténcia del medi.
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7. Entre les 10 hores 40 min i les 10 hores 49 min.

8. Ales 7 h 23 minuts.

9. Es un mirall parabolic. Hem de fer girar y? = 2xC + C? al voltant de I’eix OX.
10. Latemperatura és de 145°C.
11. Lacorba és de la formay = Kx*.

6.4. Equacions lineals

1.y —8yl® + 26y — 40y + 25y = 0.
. (3) y=C1 +Cx+Cze*cos(3x) +Cye *sin(3X).

(b) y=Ci&+C,e %+ Cyxe >+ C,cosX+ CsSinx.
3. y=C, &+ Cxe*.

4. y=Ce "+ Cx 1.
5. y=C;x3cos (Inx) +Cpx3sin (Inx).

N

6. y = C e+ Coxe™ + €~ {X—g + %}

7. (@ yp=A
(b) yp = x€*(AC +BX +Cx+D).
() yp=e 2 (Acosx+ Bsinx).
(d) yp =xe[(Ax-+B)cos(2x) + (Cx+D)sin(2x)].
1

8. (a) Indicacié:ml:% [1—p+m},m2:§ [1_p_\/m]_

(b) y= AX™ 4 Bx™ 2

xP.
B*+(p—-1)B+q
(€) y=AX™ 4 Bx™ 4 Cx” Inx.

__9 -3 4 2
(d y= 5 X +5x.

9. (a) Només cal derivar i substituir les funcions.
(b) Vegeu que % no és constant.

(c) W(x—2,e%) =3x—7.W(x—2,€¥)(%). No contradiu cap teorema. Precisament
per a x = £ s’anulla el coeficient a,(x) = 3x— 7 i hem de considerar un interval
en que a,(x) #0.

10. Nomeés cal derivar les possibles solucions i substituir-ne els resultats a I’equacio dife-
rencial. S’anomena principi de superposicio per a equacions lineals no homogenies.

11. x(t) =6e24-2e72,
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6.5. Transformada de Laplace

1. Lafunci6 es pot escriure com

f(X) = (Xx—=1)Z4(X) + (4 = 2X) % (X) + (X — 3) %3(X).
I la seva transformada és

eP+ed_2e%

F(p) =

p?
. Indicaci6: la funcid E(x) es pot escriure com la suma de funcions de salt unitari. La
seva transformada és
1 1
S y(X) =%
. Podem escriure
d2
Z[et?cos(4)] = L [tPcos(4t)],,, , = d—pz,i”[cos(4t)]pﬁp7l

_ 2(p—D)[(p—1)*—48]
[(p—1)2+16]°

. Apliqueu-hi la definici6 i comproveu que la integral impropia només és convergent

pera p > —5. Per tant, F(p) = ¢ [e] té sentit si p > —5.
1

. F(s) = :

©=Te™ur9

(t)=— EJr}(t—n)—fcos(2t—27r)—1sin(2t—27r) U, (t)+
YU="177; 4 8 g

1 .

+§ Sin[2(t — 2m)]| % (t),

0, sio<t<m,
y(t) =4 —3t+Zcos(2t)+zsin(2t), sim<t<2m,

—it+Zcos(2t) + 2 sin(2t), si2m<t.

. Indicacio: si F(s) és la transformada de Laplace d’una funci6 f(x), aleshores F'(s) =

—Z[xf(x)]. Aplicant aquest resultat (vegeu el problema resolt nimero 10), s’obté

eBx _ e—3x

LR =



10.

11.

X(t) = —1+4cost+3[sin(t — 1) — (t —1)] Z4(t) + 3 sint % ().
y(t) = cost +3sin(t — 1)Z4(t) +sint%,(t).

_ ___54 —2t }t ___14 }t
X(t) =y(t) = g e te +4e3,z(t)_ 2 +4e3.
f(x) =2x+C.

Solucions dels problemes %
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