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Fundamentos para
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(Volumen I)

Prefacio

Para abarcar todos los ambitos del Procesado Digital serian necesarios varios textos
capaces de cubrir distintos cursos, unos especificos sobre las bases del propio
procesado y otros orientados a aplicaciones, como por ejemplo, cursos de imagen y
sonido, de control, de instrumentacién digital, de bioingenieria o de comunicaciones, si
nos referimos al caso de la ingenieria eléctrica. El primer paso para enfrentarse a ellas
es el conocimiento de los fundamentos del procesado digital de senales y sistemas,
objetivo de la presente obra.

Estos fundamentos son validos tanto para aplicaciones en Comunicaciones como en
Control, con ligeras variaciones. A pesar de esta similitud, la bibliografia de ambas
disciplinas no esta unificada. Histéricamente ello ha tenido un motivo: la diferencia de
complejidad entre Comunicaciones y Control, con diferentes requisitos de ancho de
banda y diferentes escenarios principales de estudio: el dominio temporal para Control
y el frecuencial para Comunicaciones. Incluso aspectos tedricos basicos, como puede
ser la transformada Z, se han enfocado de formas diferentes ya que algunas hipétesis
de causalidad han sido usualmente un prerrequisito en Control, mientras que son menos
importantes en aplicaciones de Comunicaciones. Por el contrario, el analisis de
estabilidad y de las formas de la respuesta transitoria ha sido habitualmente mas
importante en las aplicaciones de Control. Asi como el Control se ha orientado mas
hacia los sistemas, las Comunicaciones lo han hecho mas hacia las senales.

Los avances teoricos y tecnoldgicos han incrementado el solapamiento entre ambas
disciplinas. Por un lado, estructuras avanzadas de Control requieren mas herramientas
de analisis estocastico y una mayor profundizacién en el dominio frecuencial, mientras
que la tecnologia permite velocidades de procesado que facilitan la implementacion de
reguladores anticausales. Por otro lado, las comunicaciones digitales o el control de
trafico en redes de datos han evidenciado un mayor interés en las formas temporales de
la respuesta, tradicionalmente restringida a algunos dispositivos o a transitorios en lineas
de transmision.

Esta obra pretende ofrecer un enfoque unificado de las herramientas basicas del
Procesado Digital, considerando su uso en aplicaciones tanto de Comunicaciones como
de Control. Si bien su primer disefio parti6 de un curso basico con una duracion
aproximada de 60 horas, posteriores ampliaciones han proporcionado un material de
estudio que puede cubrir sobradamente uno de 120 horas. La duracion del curso
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determina el énfasis de los ultimos capitulos y el caracter de los temas complementarios
repartidos a lo largo de los diferentes capitulos, como es la ilustracion por medio de
ejemplos de aplicaciones especificas, o la presentacién de algunos métodos numéricos,
como es el caso de los algoritmos de calculo rapido de la transformada de Fourier.

La importancia del Procesado Digital, continuamente catalizada tanto por el interés
comercial de las aplicaciones como por las innovaciones tecnoldgicas en dispositivos
que lo soportan (DSPs, FPGAs,...), se une a la juventud de esta disciplina. Esta
combinacion de juventud e interés hace que los nuevos avances no suelan dejar
obsoletos los anteriores, y frecuentemente nos encontramos con que conocimientos que
en un determinado momento parecen soélo relevantes para aplicaciones avanzadas, en
poco tiempo pasan a convertirse en herramientas de analisis y disefio habituales. Por
todo ello, una obra centrada en los fundamentos del Procesado Digital s6lo puede
hacerse de tamano reducido si se centra o bien en las teorias o en las aplicaciones. Si
se desean presentar conexiones entre las teorias, las tecnologias y las aplicaciones,
atendiendo a los fundamentos para las nuevas aplicaciones, no puede hacerse en un
texto de tamafo reducido. Salvo a riesgo de hacer una obra comprensible sélo para
quien ya esté familiarizado con la disciplina o esconder algunos fundamentos que, hasta
hace pocos afios, podian ser perfectamente evitables en un libro basico.

Dada la extension de esta obra, su contenido se descompone en dos volumenes. Con
ello se pretende mejorar su manejabilidad, ya que no se busca un texto de consulta
puntual sino un material para el estudio. Como ambos volumenes no son textos
independientes, sino que el segundo es continuacion natural del primero, no se ha
reiniciado en éste la enumeracion de las paginas ni de los capitulos a fin de
evidenciarlo.

La experiencia nos dice que, al empezar a ejercer la actividad profesional, el primer
material de consulta del un nuevo ingeniero suele ser aquel texto que habia estudiado
en su etapa escolar. Un texto trabajado y familiar en contenidos y terminologia, quizas
con anotaciones personales, es la primera referencia para recordar y revisar conceptos.
Por este motivo, el lector encontrara algunos apartados que van mas alla del alcance
de un curso introductorio, pues en ellos se apuntan aspectos mas avanzados del
Procesado Digital, aunque sin el nivel de detalle ofrecido en los apartados que se
consideran basicos. Para el seguimiento del curso se suponen conocimientos de la
transformada de Fourier para sefiales de tiempo continuo (tema que se recuerda en el
apeéndice B) y, en algunos apartados, de la transformada de Laplace (en el apéndice A).
Hay que resaltar que la transformada de Laplace no es imprescindible para el
seguimiento del curso (excepto para el capitulo 6) ya que, o bien aparece en temas
suplementarios, o bien se utiliza para dar una visién alternativa a otros enfoques. Sin
embargo, los alumnos que en cursos anteriores de Teoria de Circuitos, de Sistemas
Lineales, de Control o de Matematicas hayan adquirido nociones de esta transformada
pueden aprovechar sus conocimientos previos para extrapolar conceptos de sistemas
continuos a los discretos, con un menor esfuerzo de aprendizaje.

Como se ha dicho, la obra se centra en el estudio de las herramientas basicas del
procesado digital de sefiales para aplicaciones de comunicaciones y para aplicaciones
de control. Esta orientacion se efectua también a través de los ejemplos que se van
resolviendo. En el caso particular del control digital, un estudiante que haya seguido
esta obra no debe tener problemas en comprender la discretizacién de reguladores
(métodos indirectos de disefo de sistemas de control), ni en aplicar técnicas simples de
diseno digital directo, evaluar la estabilidad, el ancho de banda o la precisiéon de un
sistema discreto. Y para futuras asignaturas de comunicaciones, la obra establece las
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bases de algunas modulaciones, de codificaciones de fuentes, de la estimacion
espectral y de la sintesis de filtros digitales. En los actuales equipos de comunicaciones,
cada vez se van reemplazando mas las clasicas estructuras circuitales de filtros
analdgicos por procesadores digitales de sefales (DSP), lo que confiere al estudio de
las herramientas basicas de Procesado Digital la misma relevancia que tradicionalmente
han tenido otras, como la Teoria de Circuitos o la sintesis de redes eléctricas, para el
desarrollo de aplicaciones.

Un riesgo en un primer curso de procesado digital de senales es que tome un enfoque
meramente formal y se limite a la presentacién de teoremas y propiedades, y a sus
demostraciones. Este enfoque proporcionaria al estudiante una vision desligada de las
aplicaciones. Por otro lado, no es deseable evitar estos aspectos, ya que ello implicaria
una formacion inestable al no adquirirse unas bases minimas para la comprension de
la disciplina. Y esta comprensiéon basica es imprescindible para que los futuros
ingenieros puedan seguir abordando, durante su carrera profesional, los continuos
avances tecnoldgicos con que deberan ejercer su actividad cotidiana. En esta obra se
ha intentado que los aspectos matematicos basicos para el procesado digital no
quedaran desligados de los subsistemas electrénicos que los soportan ni de sus
aplicaciones. Tal enfoque podria conllevar el peligro de disefar un curso excesivamente
disperso si se intentaran abordar todos los temas circuitales para la adquisicion de
sefales analdgicas o de arquitecturas de diferentes tipos de procesadores digitales. La
solucidn que se ha adoptado ha sido presentar, en los primeros capitulos, la
infraestructura electrénica que soporta los sistemas de Procesado Digital, de modo que
el lector establezca pronto la conexion entre teorias y tecnologias. Si esto se logra al
principio, a medida que se va avanzando en el curso cada vez es menos necesario
seguir insistiendo en los aspectos tecnolégicos.

El nivel de partida es el que hayan podido proporcionar previamente disciplinas
orientadas al analisis basico de sistemas continuos, especialmente en lo referente a la
transformada de Fourier y, ocasionalmente, a la de Laplace. También es conveniente
que se conozcan aspectos elementales de filtrado analdgico.

En este primer volumen de la obra, después de revisarse algunos aspectos basicos de
sefales y sistemas discretos, y de introducir modelos de ellos, el temario se centra en
el muestreo y la cuantificacion de sefales analdgicas, operaciéon fundamental para el
procesado digital y cuya implementacion correcta sera capital para el buen
funcionamiento de un sistema. Esta operacion es la que relaciona las senales continuas
con las discretas, y es el punto de partida en la mayoria de sistemas digitales al ser el
primer paso para que un procesador digital pueda operar con sefales procedentes del
mundo analdgico. Su relevancia se desprende de la propia bibliografia: en textos de
nivel mas avanzado ya se parte del procesado de unas muestras, dandose por supuesto
que el lector conoce de cursos previos la forma correcta de adquirirlas, asi como los
subsistemas necesarios para ello.

Una vez tratada la adquisicién de sefiales analdgicas, en los siguientes capitulos se
caracterizan las sefiales y los sistemas discretos, y se determinan las componentes y
las formas de su respuesta temporal, para pasar a caracterizarlas en el dominio
frecuencial con ayuda de la transformada Z, como paso previo al analisis y disefio de
filtros digitales. Si bien se ha procurado que el texto sea, hasta cierto punto,
autocontenido, introduciendo la mayoria de propiedades y formas de operacion con esta
transformada, solo se insiste en las de uso mas habitual. A través de ejemplos se
introduce la utilizacion de la transformada Z para el analisis (precision y estabilidad) y
diseno de sistemas digitales de control, sobre los que se profundiza en el capitulo 6.
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Con el capitulo 6 (Sistemas de Control Digital) concluye este primer tomo de la obra. Un
estudiante que lo haya seguido habra adquirido las bases para la adquisicion de sefiales
evaluando la calidad de ésta, la descripcidn de senales y sistemas, el analisis de los
aspectos basicos a partir de respuestas temporales, de diagramas de programacion y
del dominio transformado Z. Y habra adquirido las bases para el analisis y disefio, con
conocimiento de las principales alternativas, de sistemas realimentados de control. En
algunos planes de estudios este primer tomo puede se perfectamente autocontenido si
los objetivos de aprendizaje se centran el la dinamica temporal de sistemas.

En el segundo volumen se trataran aspectos de la respuesta frecuencial de sefales y
sistemas discretos. En primer lugar, la propia transformada de Fourier de secuencias
discretas, base para los siguientes capitulos y sobre la que se presentaran aspectos de
filtrado de sefiales. Después de introducira la transformada discreta de Fourier (DFT)
entendida como la herramienta practica de evaluacion de respuestas frecuenciales con
elementos de calculo digital. EI volumen continda con un capitulo dedicado a la
correlacion de senales, considerandolas tanto deterministas como aleatorias. Este tema
es capital para los nuevos sistemas de comunicaciones en canales adversos o
multiusuario, asi como para la identificacion de sistemas, punto de partida en el disefio
de muchas estrategias de control. Conocido el analisis espectral, se presentara el
disefo de filtros digitales, que para los lectores interesados en el control de sistemas
pueden ser entendidos como controladores o reguladores digitales. Y se concluye con
una introduccion al procesado de senales a diferentes velocidades dentro de una misma
aplicacion , tema de gran relevancia en modernos sistemas de audio y de video digital.

A lo largo de la obra se va proponiendo gradualmente el uso del programa Matlab,
partiendo de aplicaciones sencillas para comprobar el resultado de los ejercicios, hasta
llegar a usarlo como herramienta de disefio. Sin embargo, no se pretende sustituir los
“manuales de usuario” de este programa de simulacion.

El objetivo global es que el lector adquiera unas habilidades en los métodos y técnicas
basicos de procesado digital que le capaciten para evaluar respuestas temporales y
estabilidades, calcular e interpretar la DFT, operar en el dominio frecuencial con
potencias y energias, disefiar filtros y controladores digitales, y que conozca las
principales aplicaciones del Procesado Digital en Comunicaciones y en Control.

La elaboracion de este texto no es posible sin la ayuda de amigos, a los que quiero
considerar asi antes que profesionales y colegas de la educacién y de la ingenieria. Por
orden de aparicion, debo mencionar en primer lugar a J. R. Cerquides, actualmente
profesor de la Universidad de Sevilla y con quien comparti docencia de Procesado de
la Senal en la época en que se inicid la elaboracion de este texto. En segundo lugar,
a otros compareros docentes con quien he discutido sobre el material de estudio, su
enfoque y las aplicaciones: Gabriel Montoro, Meritxell Lamarca, Jaume Pieray Francesc
Tarrés. Y, en tercer lugar, a los muchos profesores, especialmente de departamentos
de Teoria de la Senal y Comunicaciones y de Ingenieria de Sistemas y Automatica, con
quienes he tenido, desde hace afos, instructivas conversaciones sobre aspectos
tedricos y aplicados del Procesado Digital y del Control Digital. Finalmente, y con un
agradecimiento muy especial, debo recordar a los alumnos de los diferentes centros
donde he sido profesor, por dos motivos: el primero, por su papel incentivador en la
elaboracion de este material y, el segundo, porque durante quince afos (tiempo
transcurrido desde que se inicid la elaboracion de un material de estudio cuya
depuracién y ampliacién afio tras afio ha derivado en el presente texto) han facilitado,
con sus comentarios, preguntas y consultas, esta versién final del libro. Y, de entre ellos,
a Patricia Lloret, quien, una vez ya cursada la disciplina, trabajo la edicién final del libro.
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1
INTRODUCCION

Cuando las aplicaciones del procesado analégico eran las predominantes en el mercado
de la electronica de consumo, era facil motivar su estudio sobre la base de una
presentacion de aplicaciones. Los sistemas electronicos que operan con sefiales
analogicas han sido clasicos en el entorno doméstico: la radio, la television, el teléfono,
las cadenas musicales convencionales son ejemplos bien conocidos. Asi, introducir
asignaturas de Electronica o de Teoria de Circuitos no requiere un gran esfuerzo de
motivacion ya que el estudiante de Ingenieria conoce de antemano su importancia,
sobre todo si ha visto algun circuito impreso (quizas de un aparato estropeado) que le
hace intuir la necesidad de conocer los componentes y las bases de disefo (o
reparacion).

Por el contrario, las aplicaciones del procesado digital se han popularizado mas
recientemente, aunque de forma espectacular. Ello ha facilitado la introduccion del
Procesado Digital de Senales, y de una época en que la motivacion al estudio dependia
una cierta dosis de imaginacién se ha pasado a la evidencia actual. Sin embargo, el
procesado digital esta “oculto”: como mucho, al abrir un equipo doméstico (por ejemplo,
una tarjeta de sonido de un ordenador personal) pueden verse circuitos integrados en
una distribucion bastante monétona. Y el procesado digital esta “dentro” de algunos de
ellos, ya que su fruto son programas informaticos. A diferencia del analdgico, los tipos
de componentes para soportarlo son minimos y con una estructura comun a muchas
aplicaciones. Y por simple inspeccion visual no se puede adivinar casi nada sobre la
funcién de los dispositivos. El hecho de que sea mas reciente que el analégico, unido
al hecho de que el desarrollo de aplicaciones requiere unas sdlidas bases electrdonicas
e informaticas, ademas de las tedricas, también dificulta la toma de contacto con el
procesado digital, sobre todo en las etapas previas a la formacion universitaria.

Aquellos estudiantes que hayan realizado algun curso de circuitos o de sistemas
analdgicos van a encontrar, de entrada, una diferencia importante. En un curso de
circuitos analdgicos se estudian componentes previamente conocidos: las resistencias,
los condensadores, los inductores o los transistores son elementos cuya existencia no
es novedosa, ni siquiera para los estudiantes de un primer curso de Ingenieria. Por ello,
y aunque el curso de circuitos analégicos se centrara solo en teoremas y estudios
analiticos, daria una gran sensacion de aplicabilidad sin que el profesor tuviera que
esforzarse demasiado. El alumno ya se matricula sabiendo “de qué va” el curso. Por el
contrario, el producto final del procesado digital es la elaboracién de un software que
esta mas oculto. Dentro de las memorias de los microcomputadores, de los ordenadores
personales o de los procesadores digitales de senal esta este software, pero, a
diferencia de las resistencias y los condensadores, no es observable abriendo un equipo
con un destornillador. Por ello es facil que el estudiante tenga una primera sensaciéon
de que el temario es abstracto, al no ser facilmente traducible a aplicaciones desde el
inicio del curso. Se precisaran varios capitulos para que empiece a verse la aplicabilidad
de la disciplina.
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Fig. 1.1. Interior de un terminal de telefonia movil, donde puede observarse que se usan pocos
componentes discretos. El procesado de las sefiales es principalmente soportado por circuitos
integrados especificos.

Los sistemas analégicos operan con una sefial que continuamente va variando para dar
una sensacion, normalmente acustica o visual, de mayor o menor intensidad. Pero, si
se piensa en productos mas modernos, un receptor de radio puede incorporar una
funcién de RDS (Radio Data System) que facilita ciertas informaciones sobre el trafico;
el televisor tiene unos mandos que permiten ver el teletexto o incluso detenerimagenes;
al hablar por un teléfono GSM compartimos frecuencias con otros usuarios sin
interferirnos; al marcar un numero telefénico equivocado nos podemos encontrar con
la respuesta de un fax o de un sintetizador de voz, o la cadena musical que acabamos
de comprar es normal que incorpore un lector de los datos almacenados en un disco
compacto (CD), o, incluso, un simulador de efectos acusticos emulando diferentes tipos
de salas de audicion. Estas funciones, relativamente nuevas, que incorporan los equipos
clasicos se efectuan de modo digital y coexisten en el mismo equipo con otras funciones
analdgicas convencionales.

En ciertas ocasiones, es dificil saber si una cierta funcion es efectuada de forma
analdgica o digital. Cuando una maquina da un mensaje de "muchas gracias" o de
"buen viaje" o dice que el destinatario de una llamada telefénica no esta presente,
¢,cOmMo se puede saber si éste procede de una cinta de casete que se ha activado o de
un sintetizador digital de voz? Sobre todo si no pueden verse ni el tamafio ni la
modernidad de disefio de la caja que contiene al equipo generador del mensaje. Incluso
en aspectos menos técnicos puede aparecer esta indeterminacién entre lo analdgico y
lo digital. Por ejemplo, proponemos al lector que se pregunte si cree que el cerebro
funciona en tiempo continuo o en tiempo discreto (como sugerencia, recordemos el
antiguo juego del lapiz aparentemente blando cuando se balancea suave vy
horizontalmente entre dos dedos delante de los ojos). Si ha llegado a la conclusién de
que el cerebro toma muestras de la imagen en determinados instantes, ¢puede
determinar en qué instantes la esta observando y en qué instantes no? Dejaremos la
solucion de este juego para cuando revisemos el teorema del muestreo de Nyquist.

Otros sistemas no electrénicos de tiempo discreto también son bien conocidos: el saldo
de una cuenta bancaria; las evoluciones de la bolsa, del paro o de la inflacion; el registro
hospitalario de la temperatura de un enfermo, por citar algunos ejemplos, no se obtienen
continuamente, sino en determinados instantes de tiempo. Cuando los sistemas de
tiempo discreto son soportados por tecnologias digitales, se habla de sistemas digitales.
Algunas areas de aplicacion del Procesado Digital en Ingenieria son:
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- Audio: disco laser, casete digital (DAT), reconocimiento y sintesis de voz, FM digital,
ecualizadores digitales, sintetizadores, etc.

- Video: TV digital, vision de robots, reconocimiento de imagenes, mejora de escenas,
autoenfoque de camaras, etc.

- Telecomunicacion: telefonia, television, transmision de datos, ecualizacion de canales,
codificacién y compresion de mensajes, DAB, DVB, supresién de ecos y de ruidos,
multicanalizacion, etc.

- Control. Robética: posicionamiento y seguimiento digitales, regulacion numeérica,
interpolacién de trayectorias, supervisién de grandes plantas, control y supervision
distribuidos de procesos (SCADA), seguridad en planta, seguimiento de satélites,
impresoras laser, rotacion de discos, etc.

- Instrumentacion: analizadores de espectro de baja frecuencia (FFT), osciloscopios de
muestreo, instrumentacion de medida programable, generadores de sefal de forma
arbitraria, etc.

- Transportes: frenado ABS, suspension adaptativa, guiado inercial, autopilotos, ayuda
al aterrizaje, vehiculos inteligentes, navegacion asistida, etc.

- Geodesia: deteccion de capas en el subsuelo, estimaciones troposféricas e
ionosféricas, prediccion de contingencias, etc.

- Medicina: ecografias, electroencefalogramas, electrocardiogramas, tomografia,
monitorizacion fetal, etc.

- Militar: radar, sénar, guiado de misiles, etc.

La evolucion tecnoldgica de la microinformatica ha facilitado el desarrollo de esta lista
de aplicaciones reales del tratamiento digital de sefales. Hace pocas décadas habria
sido mucho mas reducida, mas por limitaciones tecnoldgicas que por falta de un cuerpo
tedrico.

Antes de la aparicién de los primeros ordenadores, ya existian sistemas que solo
trabajaban con sefiales muestreadas, aunque eran pocos. El abaratamiento de los
ordenadores, asi como las facilidades de disefio de sistemas basados en
microprocesadores y de circuitos con integracién a gran escala (LSl y VLSI),
favorecieron la aparicion en el mercado de nuevos productos orientados a la
manipulacién digital de sefiales analdgicas.

Este ultimo matiz es importante para comprender el alcance del procesado digital de
sefales. No se trata simplemente de sistemas electronicos secuenciales o
combinacionales que efectuan operaciones légicas con entradas y salidas binarias
(como los estudiados en cursos basicos de electronica digital), sino de sistemas que,
ademas, son capaces de "leer" sefales analdgicas, "traducirlas" para que puedan ser
tratadas digitalmente, efectuar un procesado matematico y "sacar" los resultados de las
operaciones digitales de forma analégica. O incluso puede no se precise “leer” o “sacar”
las sefales analdgicas si los destinatarios del procesado digital son, a su vez, sistemas
digitales. Con ello se gana en flexibilidad, fiabilidad, transportabilidad y facilidad de
ejecucion de algoritmos complejos, aspectos que con el procesado analégico son mas
dificiles de conseguir, al menos a igual coste.
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Pero el procesado analdégico y el procesado digital no son disciplinas enfrentadas, sino
que se complementan: tras fijar las especificaciones y el coste final del equipo, el
disefador no suele tener problemas en tomar una decision sobre el tipo de procesado
que va a usar. Asi, por ejemplo, si la estabilidad de los parametros de un filtro o la
facilidad de ajuste son aspectos capitales, sera preferible la realizacién digital, mientras
que si el ancho de banda del mismo es muy elevado, debera optarse por soluciones
analdgicas.

Por ultimo, conviene recordar que lo Ultimo en aparecer no es necesariamente lo 6ptimo.
El amplificador que pueda llevar una mufieca no sera el mismo que el de un equipo de
alta fidelidad, salvo que se fabriquen munecas para arruinarse, ni los filtros de cabecera
de un receptor de TV por satélite seran digitales, si éste tiene que tener un coste
competitivo. Aunque deberan revisarse cada ano estos ejemplos, porque la tendencia
al abaratamiento de las tecnologias digitales y al aumento de velocidad (ancho de
banda) van a obligar, a medio plazo, a adaptarlos a la situacidon tecnolégica del
momento.

Evolucion historica

Hasta la década de los cincuenta el procesado de sefales era realizado casi
exclusivamente por sistemas analégicos, ya fuesen éstos de tipo mecanico, neumatico
o eléctrico. A pesar de que los primeros ordenadores ya empezaban a introducirse, se
trataba de maquinas lentas, voluminosas y de bajas prestaciones. A esto habia que
afadir su elevado coste frente a la economia de la circuiteria analégica desarrollada
hasta la fecha; receptores de radio, amplificadores, reguladores, etc., eran ya
comercializados a precios relativamente bajos. Y, ademas, no habia suficiente
experiencia de usuario, por lo que el hecho de que un determinado equipo efectuara una
funcion era, en ocasiones, mucho mas importante que la calidad con la que la realizara.

Sin embargo, habia problemas que, por su complejidad, no habian sido bien resueltos
mediante el procesado analégico de sefiales y para los cuales el digital parecia una
alternativa interesante. Uno de los primeros usos del procesado digital fue la
prospeccion de pozos petroliferos: las sefales acusticas registradas por una serie de
sensores eran grabadas en cinta y luego analizadas por ordenador. De los datos
registrados podia deducirse la composicion del subsuelo y, por tanto, la posible
presencia de bolsas de petréleo. El proceso podia durar incluso dias y consumiendo
cantidades ingentes de energia y paciencia. Sin embargo, siempre resultaba mas barato
y mas rapido que realizar perforaciones tentativas.

También resulto interesante la aplicacién de computadores a la simulacion de circuitos
y sistemas analdgicos, pues asi se reducian riesgos en la elaboracion de los prototipos.
Los pioneros en este tipo de simulaciones fueron los laboratorios Bell y Lincoln.

Fuera de estas aplicaciones, dada la imposibilidad de procesar sefiales discretas en
tiempo real, el procesado digital era mas una curiosidad o una solucién puntual de
determinados problemas, que una herramienta practica. De todos modos, el tema atrajo
a un buen nimero de investigadores, en parte por su interés formal y, en mayor medida,
como consecuencia de los sistemas muestreados en radar que se habian desarrollado
durante la Segunda Guerra Mundial. La transformada Z fue apuntada por Hurewicz en
1947, si bien la definieron posteriormente Ragazzini y Zadeh, al mismo tiempo que
Barker, en 1952.
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Muchos algoritmos actuales de procesado digital tienen su origen a finales de la década
de los cincuenta y, especialmente en la de los sesenta. Por ejemplo, el algoritmo de
calculo rapido de transformadas de Fourier (FFT) fue ideado por Cooley y Tuckey en
1965. También fue en esta época cuando aparecieron libros como los de B. Gold y C.H.
Rader, o el de E.I. Jury, que estructuraban el cuerpo teérico del procesado digital y el
uso de sus principales herramientas. Incluso el filtro de Kalman, tan importante en
recientes trabajos de investigacion, fue propuesto durante esta década.

En el campo del Control, durante la década de los cuarenta empezé a mostrarse interés
por la utilizacién de sistemas muestreados en radar giratorio. Pero una nefasta
experiencia en unas pruebas de aplicacién de un controlador digital a un helicéptero
relegaron hasta finales de la década de los setenta la confianza en los métodos digitales
de control, en parte gracias a la comercializacion de los miniordenadores.

El impulso definitivo no llegaria hasta la década de los ochenta. Los avances en
microelectronica permitieron pasar de los primeros microprocesadores de la década
anterior a dispositivos mas potentes y capaces de calcular algoritmos complejos en
tiempo real. Al principio su ancho de banda era muy limitado, suficiente para
aplicaciones de Control pero pobre para las de Comunicaciones. A finales de los
ochenta, conla comercializacion de los primeros DSP (procesadores digitales de senal),
se dio un paso muy importante. Un DSP es, basicamente, un microprocesador con una
arquitectura y un conjunto de instrucciones especificos, orientados a la programacién
de algoritmos de procesado de sefial en que es mas importante la velocidad de calculo
que la capacidad de memorizacion de datos. Los nuevos horizontes tecnoldgicos para
el procesado digital de la sefal parecen tender hacia sistemas de paralelismo masivo:
redes neuronales, transputers, etc. La aparicion de los DSP ha creado un lazo de
realimentacion positiva: gracias a ellos, se han promovido lineas de investigacion y
nuevas aplicaciones comerciales del procesado digital, que permiten seguir mejorado
las prestaciones de los DSP.

Hoy en dia el control digital de procesos y de dispositivos ha relevado al analdgico en
muchas aplicaciones. La nefasta experiencia aeronautica de hace cinco décadas, que
parecia restar fiabilidad a los sistemas de control digital, ha resultado ser sélo una
paradoja pues, entre otros aspectos, los sistemas digitales se han manifestado mas
fiables, versatiles y productivos que los analdgicos. Por ejemplo, muchos equipos de
regulacion son mas faciles de encontrar en el mercado, y mas econdmicos, si son
digitales. Desde los autdomatas programables, sencillos de aplicar y potentes en la
resolucion de problemas industriales, hasta los potentes algoritmos de control robusto
o adaptativo, el control digital ha participado en todos los niveles de la automatizacion.
Los sistemas distribuidos de adquisicion de datos y control (SCADA), poco explotados
hasta hace so6lo un par de décadas, son ahora habituales en aplicaciones de control de
procesos.

A diferencia de las aplicaciones para Comunicaciones, las de Control Digital no han sido
tan sensibles a la aparicion de los DSP para su penetracion en el mercado (aunque hay
DSP especificos para aplicaciones de control), debido a sus menores exigencias en
velocidad de respuesta. Tecnolégicamente, los factores mas importantes han sido el
paso de los primeros UP a los microcontroladores actuales, la aparicion de circuitos
integrados especializados en el control digital de tareas especificas (como el de los
movimientos de motores eléctricos) y la incorporacién de buses de intercambio de datos
entre instrumentos de control y medida.
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2

SENALES, SISTEMAS Y PROCESADO
DE LA SENAL. COMPARACION ENTRE
EL PROCESADO ANALOGICO Y EL
DIGITAL. APLICACIONES

2.1. Senales, sistemas y procesado de la seinal

En primer lugar, en este capitulo se revisan algunas terminologias y conceptos basicos
de sefales y sistemas:

Senal: Magnitud asociada a un fendmeno fisico, funcion de una o varias variables
independientes, que puede ser revelada por un instrumento o percibida directamente
por el ser humano. En nuestro contexto, esta definicién puede simplificarse diciendo que
es una "magnitud (eléctrica) cuya variacion con el tiempo representa una informacion".
Ejemplos de sefial son la tension en bornes de un micréfono, el cambio de un semaforo,
una sirena de alarma, etc. Las sefiales pueden servir tanto para las comunicaciones
entre personas, como entre personas y maquinas o, simplemente, entre maquinas.

Informacion: Conocimiento de algo desconocido o inesperado.

Mensaje: Manifestacion fisica de la informacion. Si ésta toma forma eléctrica, se
denomina sefial.

Sistema: Interconexion de dispositivos o de circuitos (subsistemas) que efectiuan algun
tipo de operacion sobre la sefal. Por ejemplo, un osciloscopio, un equipo de HI-FI, un
televisor, una red inalambrica, etc.

Como ejemplo de estos conceptos, se presenta la estructura general de un sistema de
comunicaciones. Sus elementos basicos, siguiendo el modelo propuesto por Shanon a
finales de los afos cuarenta, se describen en la figura 2.1.

Fuente Excitacion Respuesta Destino

\4 \4 v
—{ TRANSDUCTOR—Jp{ SISTEMA |—Jpf TRANSDUCTOR—p»
A A

| T | I

ECG; ECG, V,I,E,H V,l,E,H Oreja, 0jo,...
presion acustica
luz, temperatura...

Fig. 2.1. Sistema de comunicacion
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La fuente proporciona un mensaje de entrada a partir de cualquier magnitud fisica
(presion en un micréfono, velocidad de un disco, etc.). Este mensaje, normalmente en
formato no eléctrico, es convertido en una onda de tension o de corriente mediante un
transductor. A la salida del sistema se efectuan las operaciones inversas hasta que la
informacion llega al destinatario.

Dentro del bloque que se ha denominado sistema se hallan un emisor, un canal y un
receptor. El objetivo del emisor (o transmisor) es adaptar la sefial de entrada al medio
fisico (canal), buscando la fidelidad (semejanza entre la informacion recibida y la
transmitida) y la fiabilidad (probabilidad de que la comunicacién tenga un cierto indice
de confianza). El medio fisico de transmision puede tener caracteristicas muy distintas
(lineas unifilares o bifilares, cables, guiaondas, fibra 6ptica, atmésfera, agua...)

PROBLEMAS: Dentro de un sistema de comunicacion pueden presentarse tres tipos
de perturbaciones de la sefal transmitida: los ruidos, las interferencias y las
distorsiones.

e
—

— g
( Ruido, interferencias, distorsiones \

Sefial | / v \ Sefial O

EMISOR >——-p{ CANAL RECEPTOR

Fig. 2.2. Perturbaciones en un sistema de comunicacion

- Ruidos: Son generados por los subsistemas emisor y receptor, por el propio canal o
por los medios materiales que los envuelven (ruido propio de los componentes
electronicos, trafico, ionosfera, entonos industriales...). Son inevitables y de naturaleza
aleatoria.

- Interferencias: Son perturbaciones debidas a la superposicion de otras sefales
procedentes del mismo sistema u otros sistemas cercanos a la sefial transmitida (ruido
de la red eléctrica, canales de televisién cercanos...). Son evitables con un correcto
apantallamiento o limitacion de la banda de frecuencia en que se opera, cuando ello es
posible.

- Distorsiones: Son debidas al funcionamiento imperfecto de algun subsistema que
cambia la forma de la senal (transistor saturado, dispositivos no lineales...). Es una
perturbacion asociada a laforma de la sefial y, a diferencia de las restantes, desaparece
si ésta se anula. No hay distorsion si los subsistemas son lineales y su disefio
electrénico es correcto, aunque el uso exclusivo de dispositivos lineales es poco viable
en aplicaciones reales si no es pagando costes adicionales, como el precio de los
equipos o el consumo energético.
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SENAL: DISTORSION:
> t > t
INTERFERENCIA + SENAL RUIDO + SENAL

Fig. 2.3. Diferentes perturbaciones de una sefial

Si se toma, como ejemplo, el siguiente comportamiento espectral de las contaminacio-

nes:
S
senal
e \‘/ ruido
| N PO O w
interferencias | l |
distorsion

Fig. 2.4. Efecto espectral de las perturbaciones

pueden plantearse algunas formas de reduccion del problema:

a) FILTRADO: Elimina las contaminaciones de la sefial que estan fuera de la banda de
paso del filtro, que se supone ajustada a la banda de interés de la sefial. Segun si el
filtro es analdgico o digital, se habla de procesado de la sefial analégico o digital.

Fig. 2.5. Filtrado lineal paso-banda
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b) Desplazamiento en frecuencia de la sefial a una zona menos contaminada
(propiedad de MODULACION de la transformada de Fourier). Es otro ejemplo de
procesado de la senal.

s(t) r(t)

?>

cos(wp t)

R(w)

A /\ JNEDN A N §

T
w
W
p

Fig. 2.6. Modulacién en amplitud

c) CODIFICACION: Es otra accién de procesado de la sefial en que, después de un
proceso de cuantificacion de ésta, se asigna una palabra-cédigo a cada nivel cuantico.
Si a esta palabra se le afade informacion (bits) adicional, es posible corregir errores.
Por ejemplo, si se conviene que el codigo 111 corresponde al color verde y el 000 al
azul, y por algun problema en el canal se ha recibido el cédigo 110, puede decidirse,
con mayor probabilidad de acierto, que se ha transmitido el cédigo correspondiente al
color verde (ya que dos de los tres simbolos son correctos).

AN
/\ﬂ/\\ﬂ\\j\ |:> ..011011100101101..
%

t t

Fig. 2.7. Codificacién

Segun las ideas introducidas en este ejemplo, puede definirse el procesado de la sefial
en comunicaciones del modo siguiente:

PROCESADO DE LA SENAL: Cualquier manipulacion de la sefial transmitida o
recibida, o de sus perturbaciones, orientada a mejorar la calidad o el coste de las
comunicaciones.
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Sin embargo, no todas las aplicaciones del procesado de la senal se centran en el
campo de las comunicaciones, como ya se ha avanzado en la introduccion. Asi, si el
problema a resolver fuera la reduccion de las vibraciones en un automévil, habria que
revisar la definicion anterior.

Para aplicaciones de control, el procesado de la sehal supone la alteracion de las
sefales (consignas) con que se gobierna un determinado sistema, con el fin de que su
comportamiento sea el deseado. Por ejemplo, si una plataforma giratoria que sustenta
un radar de seguimiento es perturbada por el viento, el objetivo del sistema de control
sera modificar las sefales de entrada a los accionadores (motores) de la plataforma, de
modo que se mantengan la velocidad, la precision y la estabilidad del sistema. Asi, la
figura 2.1 puede ser también interpretada para un sistema de control. El primer
transductor corresponderia a un actuador electromecanico (como un motor eléctrico);
el sistema podria ser la plataforma mecanica objeto de control, también sujeta a
perturbaciones —por ejemplo, el viento-y distorsiones —saturaciones del desplazamiento
de algun dispositivo, malos contactos entre engranajes...—, y el segundo transductor
seria un sensor para medir el desplazamiento o la velocidad de la plataforma. En este
caso, la solucién para lograr un funcionamiento correcto se basa en técnicas de filtrado,
que, a diferencia de la aplicaciones en Comunicaciones, se disefian preferentemente
con especificaciones en el dominio del tiempo.

2.1.1. Tipos de senales segun su continuidad en tiempo o en
amplitud

Las siguientes clasificaciones de sefales son basicas y ampliamente usadas. Quizas
por esto sea necesario advertir que en la jerga habitual suelen confundirse algunas
definiciones, principalmente entre discreto y digital, y entre digital y binario. Se
Recomienda al lector que si a raiz de su experiencia en el lenguaje cotidiano, considera
que las palabras acabadas de mencionar significan lo mismo, aborde este apartado sin
ideas preconcebidas. Unos conceptos son parte de otros, pero no son idénticos.

Senal analdgica: Definida para todos los instantes de tiempo ("tiempo continuo"),
con una amplitud que puede tomar cualquier valor dentro del
rango de valores permitido.

Ejemplos: x(t) = sen (1)
x(t) = e’
x(t) = sen(t) - u(t). En este caso, la sefial esta definida para todo t, con la
particularidad de que es cero para t < 0.

Senal discreta: Definida para unos instantes concretos del tiempo (tiempo
discreto), normalmente en intervalos que son multiplos
(uniformes) de un periodo de tiempo basico T. En los restantes
instantes, se desconoce (indefinicidn) el valor de la sefAal.
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Ejemplos:

a) Cotizacion de una accién bursatil:

euros

T4

B e A e e B o B M e e
dias
b) Muestreo de una sefal analogica:
/\v(t)
.
—
O'\\
- > t
ooo sefial muestreada

(sampled data)

Fig. 2.8. Sefales discretas: a) intrinseca; b) muestreada de una sefial analégica

Sila sefial muestreada so6lo puede tomar determinados valores de amplitud, se dice que
es una sefial digital (de tiempo discreto). Por ejemplo, el numero de estudiantes que

asisten a clase cada dia de la semana en un grupo de 40 alumnos es un numero entero
comprendido entre 0 y 40.

n.° de estudiantes
AN

40

38T n n

>

Lu Ma Mi Ju Vi dia de la semana

Fig. 2.9. Senal digital (de 40 niveles)
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No hay que confundir las sefiales digitales con las de tiempo discreto, que, en principio,
pueden tomar cualquier valor de amplitud en los instantes de tiempo en que estan
definidas. Las primeras son un subconjunto de las segundas.

Cuando una senal discreta solo puede tomar dos niveles de amplitud, se habla de
sefiales binarias de tiempo discreto.

Conviene notar que tanto las sefales digitales como las binarias pueden ser de tiempo
continuo. Ejemplos de este segundo caso son las sefiales utilizadas en un ordenador
para conectar la unidad central con la memorias (sefiales definidas para todo instante
de tiempo, pero de sélo dos niveles de amplitud).

t-continuo

t-discreto

digitales

biéarias

Fig. 2.10. Clasificacion de sefiales

Segtin la representacion temporal de la sefial, podemos establecer las subclasifica-
ciones siguientes:
- Tiempo continuo y amplitud continua
Son las sefales mas habituales en los sistemas fisicos. La variable independiente
(tiempo) puede tomar cualquier valor. La variable dependiente (tensién o corriente, en
nuestro caso) también puede hacerlo.
Ejemplos:

- La tensién de salida, v(f), en un micréfono

- Las sefales usuales en los circuitos analégicos

- Tiempo continuo y amplitud constante a intervalos

La variable independiente (tiempo) puede tomar cualquier valor, pero a la amplitud sélo
se le permite cambiar en ciertos instantes.
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Ejemplos:
- Proceso de conversién D/A
- Numero de personas montadas en la noria de una feria (sélo variable
en los instantes en que ésta se detiene)
- Tiempo discreto y amplitud continua
Suelen proceder de tomar muestras de una sefial del tipo anterior. Los intervalos de
tiempo habitualmente estan uniformemente espaciados, pero en cada uno de ellos la
sefal puede tomar cualquier valor.
Ejemplos:
- Muestras tomadas de cualquier seial analogica
- Indice de la bolsa al cierre
- Informacién captada por un radar de vigilancia costera
- Transmisién de senales del sistema nervioso
- Tiempo discreto y amplitud discreta
Son las senales que manejan todos los sistemas de procesado digital de senal. La
amplitud queda discretizada debido, entre otras cosas, a la imposibilidad de que un
ordenador trabaje con precision infinita.
Ejemplos:
- Muestras cuantificadas de una sefnal analégica
- Goles marcados por un equipo de futbol (amplitud: nimero entero;
tiempo: dias de partido)
- Tiempo continuo y amplitud digital (1 o 0)
Son senales cuya amplitud sélo puede tomar dos valores.

Ejemplos:

- La sefales con que un procesador accede a sus memorias
- La sefial del intermitente de un automovil

2.1.2. Sistemas analégicos y discretos

Sistemas analégicos: Son los que pueden operar continuamente en el tiempo (también
se llaman de tiempo continuo), si bien a su entrada pueden aplicarse tanto sefales
analdgicas como digitales. Los circuitos convencionales con elementos tipoR, L, C, BJT
o amplificadores operaciones son ejemplos de circuitos analdgicos.
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Sistemas discretos: Soélo atienden a la sefial presente en su entrada en determinados
instantes de tiempo (instantes de muestreo) y producen una salida también en instantes
de tiempo discreto. Si a su entrada se aplica una sefal analdgica, requieren un
subsistema previo que la muestree y cuantifique.

Como los sistemas discretos suelen ser soportados por dispositivos de aritmética finita,
solo habra un cierto nimero de valores de amplitud permitidos, por lo que es habitual
confundir los sistemas discretos con los digitales.

Hay otras subclasificaciones de los sistemas, que se dejan para mas adelante. Por
ahora basta con la diferenciacion entre sistemas analdgicos (t-continuo) y digitales (-
discreto).

2.2. Comparacion entre los sistemas analégicos y los
digitales

El procesado digital y el analégico se complementan y, en algunos casos, son
alternativos. Lo que no es evidente es qué criterio debe tomarse para la seleccion de
uno u otro ante un problema concreto. Esta decision depende de la validez y eficiencia
de cada uno de ellos en cada circunstancia. En este apartado, se exponen las
principales ventajas y los inconvenientes de cada método.

Entre las ventajas que supone el uso de un esquema digital destacan, en primer lugar,
la flexibilidad y la reconfigurabilidad de disefio. El diagrama de bloques béasico de un
sistema de procesado digital es valido para cualquier aplicacion (television,
comunicaciones, control...), independientemente del origen de la sefal de entrada y del
destino de la de salida. ¢ Qué es, pues, lo que diferencia unos sistemas de otros? Al
margen de la velocidad y de la posibilidad de efectuar tareas multinivel (supervision,
tolerancia a fallos, etc.), la diferencia principal hay que buscarla en el algoritmo que cada
uno de ellos ejecuta para obtener la sefal de salida a partir de la de entrada. Este hecho
constituye una ventaja, ya que el mismo esquema (hardware) puede realizar distintas
funciones, o efectuar la misma funcién con diferentes parametros, con tan sélo variar
parte del programa (software). Por el contrario, en un sistema analdgico hay que
cambiar fisicamente algun componente para que efectue otra funcién. Ello supone,
como minimo, tener que extraer el sistema del entorno donde esta operando, localizar
y reemplazar el componente adecuado, verificar el correcto funcionamiento del nuevo
sistema y reinsertarlo de nuevo en su posicion. Esta operacién puede ser mas o menos
costosa (no sélo en tiempo, sino también en dinero), dependiendo de las caracteristicas
del sistema y del tiempo necesario para realizar la modificacion. Por otra parte, esta
operacién debe efectuarse fisicamente "en planta”, mientras que en un sistema digital
puede efectuarse de forma remota, ya que lo que se modifica son unicamente datos.
Este aspecto toma particular énfasis si el sistema que se quiere modificar corresponde,
por ejemplo, a un satélite de comunicaciones o al telecontrol de una planta generadora
de energia eléctrica aislada entre zonas montafiosas.

Una segunda ventaja de los sistemas digitales es su fiabilidad. Una vez que el sistema
digital ha sido chequeado y se ha comprobado que opera de forma correcta, no hay que
preocuparse por posibles derivas de los componentes, desajustes provocados por el
uso, etc. El sistema seguira operando como el primer dia hasta que sobrevenga la rotura
de alguna de sus partes o se agote la capacidad de lectura/escritura en alguna
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memoria, momento en que dejara de funcionar por completo. Esto facilita sobremanera
la localizacion de averias. En los sistemas analdgicos, por el contrario, son habituales
las averias esporadicas, en muchos casos debidas a desajustes, mas dificiles de
localizar y subsanar, con los consiguientes costes que ello conlleva.

Un tercer elemento a favor de los sistemas digitales es la facilidad y fiabilidad de
almacenamiento de la informacién. De todos es conocido el deterioro que se produce
al efectuar copias sucesivas de un casete o cualquier otro tipo de almacenamiento de
sefales analdgicas. Ademas, con los sistemas digitales se puede transportar
comodamente gran cantidad de informacién, tanto almacenada en un disco como a
través de una red de comunicacion de datos, y acceder rapidamente a ella.

Por otro lado, los sistemas digitales pueden realizar operaciones complejas con gran
facilidad. Una vez que los datos han sido introducidos en memoria, pueden efectuarse
todo tipo de operaciones matematicas, sin que ello comporte una dificultad excesiva. Sin
embargo, la realizacién de un circuito analégico que proporcione, por ejemplo, una
tension proporcional a la raiz cubica de la sefial de entrada conlleva dificultades de
disefio importantes, por no hablar de la precisién del resultado. Ademas, y para concluir,
basta con recordar las posibilidades de supervision, tolerancia a fallos, autoaprendizaje
o "seguro de cobro" (el sistema deja de funcionar si al cabo de un cierto tiempo no
recibe la notificacion de que el producto ha sido pagado) que facilita un sistema digital.

Uno de los inconvenientes de los sistemas digitales es su consumo. Un sistema
analdgico puede requerir entre 10 y 100 veces menos potencia que un sistema digital
para efectuar la misma operacion, si ésta es sencilla. Esta relacion de potencias
consumidas ya no es tan significativa si la operacién a realizar va creciendo en
complejidad.

Pero las principales limitaciones de los sistemas digitales son su relativa baja velocidad
y su incapacidad para trabajar con potencias elevadas, especialmente en bandas de
radiofrecuencia. La lentitud limita el ancho de banda que el sistema es capaz de
procesar. Actualmente, con pocos MHz se puede operar con procesado digital sin
mayores problemas tecnoldgicos; con algunas decenas de MHz es posible, pero algo
caro, y el limite esta por encima de las centenas de MHz. Lo habitual en comunicaciones
es realizar el procesado analdgico en las etapas de radiofrecuencia (RF) y de potencia,
y dejar el digital para las sefiales en banda base (sin modulacién). Por el contrario, en
aplicaciones de control, la velocidad de procesado no suele ser un problema tan
importante, dado que su ancho de banda acostumbra a ser muy reducido.

La potencia limitada de las sefiales es la otra limitacién. Los dispositivos de calculo
digital no pueden proporcionar potencias importantes (piénsense en una amplificador
de potencia para una emisora o un motor), por lo que se requiere electronica analédgica
complementaria. Y si, por el contrario, el nivel de las sefiales es débil, el fendmeno de
cuantificacion que se observa en el capitulo 4 limita también el uso directo de
dispositivos digitales ya que podrian enmascararla, lo que requeriria el uso de
preamplificadores analégicos.

En la tabla siguiente se resumen algunas de las principales ventajas de los sistemas
digitales y analdgicos.
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Digitales

Analégicos

Flexibilidad (ajuste de parametros...)

Mayor velocidad de procesado (mejor
ancho de banda)

Reconfigurabilidad (cambio de
estructura, nivel de complejidad del
algoritmo...)

No requieren electrdnica adicional a la
propia funcién que realizan
(conversores D/A'y A/D, etc.)

Fiabilidad (tolerancias,
derivas -temperatura...)

repetibilidad,

Precio para aplicaciones sencillas (si la
complejidad del procesado es baja, su
precio es sensiblemente menor)

Memoria de datos (almacenamiento)

Preferibles para el procesado de
potencia (nivel de potencia y adaptacion
de impedancias)

Transportabilidad
senales)

(de algoritmos 'y

Mejor resolucion

Inteligencia artificial (autoaprendizaje,
adaptacion, decision)

El ajuste potenciométrico es mas rapido

Niveles de procesado
control, coordinacion,
multinivel, fault tolerant,...

(supervision,
procesado

Menor consumo

Procesado en red (sistemas SCADA).
Comunicaciones digitales

Captacion de senales de muy baja
amplitud

Facilidad de simulacién

"Seguro" de cobro (averia provocada si
no se paga)

Ejemplo:

Comparacion entre un disco de vinilo (tecnologia analédgica) y un disco compacto

(tecnologia digital):

CARACTERISTICA

DISCO COMPACTO

DISCO DE VINILO (LP)

Ancho de banda

20 Hz - 20 kHz (-1 dB)

30 Hz - 20 kHz (-3 dB)

Dinamica > 90 dB 70 dB (a 1 kHz)

Sefal / ruido (SNR) >90dB 60 dB

Distorsion arménica (TDH) | 0,004 % 1-2%

Separacion entre vias > 90 dB 25-30dB

Problemas de lectura Correccion (errores) Ruido

Duracidon maxima 74,7 min 45 min

Calidad Constante Decrece con las lecturas
(desgaste)

Cabezal (tiempo de vida) | llimitado Limitado a 500 - 600 horas
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2.3. Niveles de aplicacion. La cadena basica de
procesado digital. Tipos de procesadores

El procesado digital de la sefal puede aplicarse con diferentes niveles de complejidad,
segun cuales sean los objetivos del mismo. A continuacion se presentan los niveles de
aplicacion mas caracteristicos, desde el mas basico, donde no es necesaria la presencia
de un procesador, hasta niveles multietapa validos para aplicaciones costosas, en los
que haya que coordinar o supervisar varias tareas.

a) Nivel secuencial y légico

Es el nivel de aplicacion mas elemental. No se utiliza ningiin computador y se basa en
unas tablas de datos almacenadas en un elemento de memoria digital.

Segun el nivel de la entrada analdgica, se obtiene un codigo digital que actua sobre el
bus de direcciones de la memoria. La salida de ésta (bus de datos) dependera del valor
que se haya almacenado en cada direccién de memoria.

DIRECCIONES 02700701
| 01111000

DIRECCIONES .
M 01100110

—= A/D EPROM

NS

DATOS DATOS

D/A >

Fig. 2.11. Procesado tabular sin computador

Ejemplos de aplicacion: - Linealizacion de caracteristicas entrada-salida en
dispositivos
- Secretizacion elemental de mensajes

b) Cadena basica de procesado
Control DDC (Direct Digital Control) y control DAC (Digital Analog Control).

La estructura de la figura 2.12 constituye un subsistema general en el procesado digital.
Las sefales de entrada y salida son anal6gicas (emulan un filtro o un controlador
analdégico), pero la implementacion interna es digital. Si bien esta estructura es basica,
puede que alguno de los bloques "traductores" entre las sefales analdgicas y las
digitales (A/D y D/A) no sea necesario en alguna aplicacion concreta.
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10011101

11011100
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Fig. 2.12. Sistema basico de procesado digital

En aplicaciones de control, si los conversores A/D y D/A actian directamente sobre el
sistema a controlar, la estructura se denomina de control digital directo (DDC). En caso
contrario, si las salidas del conversor D/A se dirigen a subsistemas anal6gicos previos
al propio sistema a controlar, la estructura se denomina de control digital analdgico
(DAC, que no hay que confundir con los conversores D/A, los cuales también se pueden
especificar como DAC: digital-analog converters).

La funcién de los distintos bloques es la siguiente:

Conversores A/D y D/A: Su funcién principal es la de "traducir" la sefial del dominio
analogico al digital (A/D), y viceversa (D/A). Normalmente son de 8, 10, 12 o 14 bits
(para aplicaciones elementales hay conversores de menos bits, con tendencia a
desaparecer del mercado, y para aplicaciones mas avanzadas hay conversores de mas
bits, normalmente del tipo delta-sigma, A-Z, que funcionan con la llamada tecnologia de
1 bit). Efectuan las operaciones de:

- cuantificacion: los niveles de la sefial analdgica de entrada se cuantifican (fig. 2.13),
con tanta mas resolucién entre niveles cuanticos cuanto mayor sea el numero de bits
del conversor (para n bits, 2" niveles).

- codificacion (A/D): asignacién de un cédigo (palabra digital) acorde al nivel de la
muestra de la sefal analdgica adquirida por el conversor A/D e inteligible por el
procesador.

- descodificacion (D/A): conversion del cédigo entregado por el procesador en un
conjunto de muestras discretizadas. Incorpora un elemento reconstructor que "une"
temporalmente las muestras, interpolando de alguna forma entre ellas. A su salida,
entrega una sefial analdgica, resultado de todo el proceso.
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salida cuanticada Vout

entrada analdgica

>

Vot

Fig. 2.13. Cuantificacién de una senfal triangular

Procesador: es el nucleo del sistema. Se encarga de soportar la ejecucién del algoritmo
de filtrado.

Algunos aspectos a considerar en su seleccién son:

- El lenguaje que soporta.

- El numero de bits: truncamientos y redondeos en las operaciones. Afecta a la
resolucion en los calculos.

- La velocidad de calculo (reloj, arquitectura interna, tiempo de acceso de las
memorias...). Afecta al periodo de muestreo T (periodo de tiempo necesario para
adquirir un muestra de la sefial analdgica, procesarla y extraer el resultado).

Los procesadores digitales se pueden agrupar en diferentes categorias, segun su
potencia de calculo:

- Microprocesadores de uso general, que requieren dispositivos externos de memoria
y de comunicacion con el exterior (entradas/salidas).

- Microcontroladores, que son dispositivos en los que, junto al microprocesador, se han
integrado memorias y elementos de entrada/salida.

- Application-Specific Integrated Circuits (ASIC), que integran en un sélo chip los
elementos analdgicos y digitales necesarios para efectuar una determinada funcion.
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- Digital Signal Processors (DSP), que son procesadores de alta velocidad (y menos
memoria), muy eficientes para efectuar algoritmos de procesado de la sefial.

- Reduced Instruction Set Computing (RISC), que son microprocesadores de alta
velocidad con instrucciones simples y una arquitectura que permite un cierto grado de
paralelismo en su ejecucion.

- Procesadores neuronales y fransputers, que son procesadores equipados con

elementos que facilitan su comunicacion, de forma que puede distribuirse facilmente una
funcion entre varios de ellos.

Ejemplos:

- Linealizacién de amplificadores de potencia.

ific. , >

D/A | Procesador | AD

Fig. 2.14. Esquema elemental de un linealizador digital de amplificadores
de baja frecuencia

- Control de un motor de corriente continua (en este caso, el conversor A/D no
es necesario si el transductor es digital como por ejemplo, un codificador de
disco).

TRANSDUCTOR
—» AD PROCESADOR|-®{ D/A (F:fang.f‘) 1 T cantadon) >

A/D

(segun el transductor) <

Fig. 2.15. Control digital directo

En algunas aplicaciones de control, como por ejemplo el posicionamiento de maquinas
herramienta (un mismo procesador da érdenes a los motores que conducen diferentes
ejes), los resultados del controlador digital (salida del procesador) pueden dirigirse a
distintos subsistemas (fig. 2.16).
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—5p» A/D |—Pp{PROCESADOR >

D/A P

SISTEMA ANALOGICO

D/A —»

SISTEMA ANALOGICO

—>

D/A

SISTEMA ANALOGICO

Fig. 2.16. Control maltiple

c) Sistemas jerarquicos

Un ordenador principal (host computer) ejecuta los algoritmos de mas alto nivel que dan
como resultado unas ordenes a los ordenadores de menor nivel, especializados en

ejecutar consignas especificas.

—

especializado

——

cambio de parametros,

estructuras...

D/A

o

supervisién A/D /\/\/\/
Fig. 2.17. Control jerarquico
Ejemplos: Plotter de alta velocidad. (Un PC, que actua como host, da las

coordenadas del dibujo, y dos uPs especializados en el control de la
posicién y la velocidad de la plumilla en los ejes X e Y se encargan de
controlar los movimientos de ésta.)

Dispatching de la generacion de energia en una central eléctrica. (Desde
los centros de control -supervisién-, se envian las consignas a los
dispositivos locales de las centrales eléctricas, que se encargan de

procesarlas.)

d) Sistemas distribuidos. Coordinacion multinivel

Permiten, entre otras aplicaciones, efectuar tareas distribuidas, coordinar acciones y
sistemas autdbnomos, o soportar el fallo de algun subsistema.
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s !

.....................................................................................................................

| sUPERVISOR

Fig. 2.18. Sistema tipo SCADA (Supervisory Control and Data Adquisition)

2.3.1. Subsistema completo de adquisicion

No es objetivo de este texto estudiar en detalle el disefio electronico de los
susbsistemas que permiten el procesado de la sefial. Sin embargo, y para facilitar una
primera aproximacién a la tecnologia utilizada para ello, en este punto se presenta un
subsistema mas completo que el basico del apartado anterior siguiendo el esquema de
la figura 2.19. Este subsistema se volvera a tratar en el capitulo 4.

MUX

+ 5| PGAl—»| S/H |—{ AID —>{PROCES.—{ D/A | »
| FILTROS

i |
|I

ENTRADAS
ANALOGICAS

I
—

Fig. 2.19. Subsistema completo de adquisicién de muestras de seriales analégicas

Las funciones que efectian los bloques frontales (adicionales a los esquemas
anteriores) son:

MUX (multiplexor analdgico): Seleccion del canal de entrada analégica, acorde con la
peticion de canal que efectua el procesador.
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FILTROS: Limitan la banda de la sefial analégica antes de su posterior muestreo. En el
capitulo 4 se explica que su objetivo es evitar un fenédmeno del solapamiento (aliasing)
espectral. Son necesarios si el procesador no puede operar a una velocidad suficiente
como para respetar ciertas condiciones en el muestreo de la sefhal analégica de entrada,
o si ésta estd contaminada por ruido.

PGA (amplificador de ganancia programable): Sirve para aprovechar la maxima
resolucion (fondo de escala) de los conversores. Si la tension de salida del multiplexor
es elevada la atenua, y si es reducida la eleva, adaptandose al margen dinamico de
entrada del conversor A/D.

S/H (Sample and Hold): Para tomar muestras (samples) y mantener (hold) quieta la
senal a la entrada del conversor A/D durante el tiempo en que se efectua la conversion.
Puede no ser necesario si el tiempo de conversién del conversor A/D es despreciable
frente a la dindamica de la sefial analégica a muestrear.

La velocidad de calculo es la que determina la capacidad de un sistema digital para
procesar sefiales mas o menos rapidas (de mayor ancho de banda). A continuacién, se
indican algunas formas de mejora de la velocidad de procesado, junto con algunas
caracteristicas de los principales tipos de procesadores.

MEJORA DEL TIEMPO (VELOCIDAD) DE PROCESADO:

FORMA INCONVENIENTE

Tecnologia mas rapida (TTL, I’ L...) Mayores costes y consumo

Circuiteria mas compleja, semicustom.
MPs con multiplicacién por hardware

Coste. Compatibilidad con productos ya existentes

WUPs especializados

Aplicaciones particulares

Velocidad del reloj

Disefio del circuito impreso. Calentamiento.
Compatibilidad con el tiempo de acceso de las memorias

Transferencia de tareas del software al
hardware, conversion de cédigos,
temporizaciones..

Mayor coste. Mas interfases. Menos fiabilidad

Programacion al nivel mas bajo posible
(ensamblador)

Mayor tiempo de disefio. Menor comodidad.
Mas documentacion de los programas

Gestion del acceso a las memorias (DMA,
buses independientes...)

Coste. Disefio de interfases. Arbitros

Sistemas multi-uP. Paralelismo.

Transputers

Mayores costes en el disefio y en los componentes.
Complejidad en las comunicaciones entre procesadores




2 Senales, sistemas y procesado de la sefial. Comparacion entre el procesado analégico y el digital

25

TIPOS DE PROCESADORES

TIPO

VELOCIDAD ORIENTATIVA
DE PROCESADO

CARACTERISTICAS

PC <100 Hz Gran capacidad de memoria

uP, uC 10 - 100 kHz Aplicaciones poco complejas
a baja frecuencia

DSP 100 - 500 kHz Velocidad de célculo. Poca
memoria. Puede necesitar un
host

Hardware TTL, HCPLD 15-20 MHz Mayor coste y superficie del

(semicustom o custom) disefio

Lineas de retardo 10 - 20 MHz Muy caras

analégicas (CCD o BBD)

Otros: Transputers.
Neuron chips...

Nota: Para la estimacién de la velocidad de procesado se ha considerado, orientativamente, el
ancho de banda de un filtro digital de cuarto orden.

2.3.2. Algunos ejemplos de sistemas de procesado digital
a) Aplicaciones en comunicaciones
a.1) Disco compacto

El disco compacto (compact disc, CD) nacié como alternativa a los clasicos discos de
vinilo, de forma que las rascadas y la suciedad no influyeran en la calidad de la
reproduccion. La informacion se almacena de forma digital, siguiendo un camino en
espiral dentro del disco. Este camino esta formado por una sucesion de hendiduras
(bits), que contienen una informacion digital (presencia o ausencia de hendidura). Cada
bit ocupa un area de 1 um? (1 Mbit por mm?). Las hendiduras se leen sin contacto,
mediante un haz laser.

Dentro de un reproductor de CD hay dos sistemas digitales con finalidades distintas. Por
un lado, los servomecanismos de regulacion de la velocidad de giro del disco y de
posicionamiento de la 6ptica del laser; por otro lado, el propio sistema de reproduccién
de la informacion, generada y reproducida de forma analdgica, pero almacenada en el
disco de modo digital.

En las figuras siguientes, se muestran los esquemas del sistema de grabacion y de
reproduccion del disco compacto.
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Fig. 2.20. Sistema de grabacion de un CD
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Fig. 2.21. Sistema de lectura de un CD

En grabacioén, la sefial (estéreo) de los dos canales -izquierdo y derecho- se filtra (vease
en el capitulo 4 el porqué de estos filtros) y se digitaliza, muestreando a 44,1 kHz. Las
muestras de los dos conversores se van intercalando en el tiempo (multiplexado
temporal) y forman una secuencia de bits (bit stream) que se codifican con cédigos
entrelazados de Reed-Salomon (CIRC, cross interleaved Reed-Salomon code). Como
resultado de esta codificacion, se afiaden bits adicionales que se usaran posteriormente
para detectary corregir errores en la reproduccién. El modulador EFM (eight to fourteen
modulation) convierte bloques de 8 bits en otros de 14, siguiendo un "diccionario"
guardado en una memoria ROM. Este diccionario se construye con unas reglas que
intentan reducir el nimero de transiciones entre los niveles logicos 0 y 1. De esta forma,
se evitan limitaciones debidas a la densidad de las hendiduras que se pueden realizar
en el disco: gracias al modulador EFM, éstas pueden estar mas separadas, lo que
reduce las limitaciones de la tecnologia laser para grabar y leer el disco. La sefal de
salida del EFM también se utiliza para controlar el servo digital que regula la velocidad
de rotacioén del disco en reproduccion.
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En reproduccidon puede también observarse un filtro digital con sobremuestreo
(oversampling), que muestrea la sefal a una velocidad cuatro veces mas rapida que la
frecuencia de muestreo usada para la grabacién. Gracias a ello se crean unas zonas
vacias en el espectro de frecuencias que facilitan la realizacion de los filtros paso-bajo
asociados al conversor D/A y que permiten reducir el nivel de ruido (noise shaping). En
los ultimos capitulos se estudiaran estos efectos de sobremuestreo.

a.2) Reconocimiento de voz

Una de las formas comerciales de reconocimiento de voz consiste en extraer ciertas
caracteristicas ("extraccién de parametros") de la voz del locutor (a partir de un
entrenamiento del sistema en el que el locutor pronuncia un conjunto definido de frases).
Estas caracteristicas se guardan en una memoria.

Una vez efectuado el entrenamiento, cuando el sistema trabaja en modo de
reconocimiento, las caracteristicas almacenadas se van comparando con las que se van
identificando de cada locutor a fin de determinar de qué persona se trata. El sistema
decide quién es el locutor en funcion de los valores memorizados con que se adapten
mejor sus patrones.

'_. > xtraccion d » comparacion > dispositivo
ADC ;amb';s y de patrones de salida

MICROFONO

MEMORIA

Fig. 2.22. Sistema de reconocimiento de voz

Con una estructura similar a la anterior, también pueden extraerse parametros
asociados a determinadas palabras, de forma que pueda reconocerse un conjunto de
ordenes orales. Esta aplicacion es conocida en servicios de atencion telefonica y en
ciertas maquinas capaces de seguir instrucciones verbales.

a.3) Procesado digital de imagenes

Otra aplicacion importante del procesado digital es la mejora de la calidad de imagenes
y el reconocimiento de piezas dentro de unaimagen. Este campo de aplicaciones puede
ir desde sencillos algoritmos para mejorar el contraste o detectar los bordes de una
imagen sobre los que un robot puede aplicar su pinza, hasta algoritmos de recuperacion
de informaciones de la imagen parcialmente ocultas.

a.4) Cancelacion de I6bulos con un array de sensores
En aplicaciones de radiocomunicaciones y de sénar, los diagramas de radiacién o de

recepcion de los sensores (antenas, sensores de ultrasonidos...) pueden permitir que
entren interferencias por alguno de sus lébulos secundarios.
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Mediante técnicas de procesado adaptativo, puede provocarse que se produzca un cero
de recepcion en la orientacion espacial por la que llega la interferencia.

SENSORES DIAGRAMA DE
L6BULO RADIACION
PRINCIPAL LOBULOS / CONFORMADO
SECUNDARIOS

o — \
> —
> Y
> —

7 T —

D—1 +—

0

R

INTERFERENCIA CERO EN LA DIRECCION DE LA
INTERFERENCIA

Fig. 2.23. Conformacién de haz

a.5) Cancelacién de ruidos, interferencias y ecos

Si se recibe una senal contaminada por alguna perturbacion, y es posible medir o
reconstruir otra sefal relacionada con esta perturbacion, pueden usarse estructuras
adaptativas para descontaminar la sefial. Asi, el esquema general de la figura 2.24
corresponde a un cancelador de ruidos, donde s es la sefial, n, es el ruido afiadido a ella
y n, es una sefal relacionada con n, e introducida por una entrada auxiliar (por ejemplo,
un microfono de ruido ambiental). Si se cumplen determinadas condiciones, la senal
recuperada a la salida del restador es s.

s*h ()
_/
A )
n, FILTRO
e | ADAPTATIVO,

/

Fig. 2.24. Cancelador de ruidos

La figura 2.25 es una estructura similar a la anterior, en que la sefial auxiliar no se capta
directamente, sino que se reconstruye a partir de la entrada al sistema.



2 Senales, sistemas y procesado de la sefial. Comparacion entre el procesado analégico y el digital 29

S+N -l-m
o/

g 4-/[
retardo |—} FILTRO

ADAPTATIYO

/

Fig. 2.25. Cancelador de ruidos sin referencia externa

b) Aplicaciones en control
b.1) Control digital

Para ilustrar con un ejemplo el control digital nos centraremos en el controlador del
sistema de arrastre de una cinta, aplicacién usual en todos los campos de la ingenieria
eléctrica.

La sefial captada por el codificador incremental (6ptico) se compara con la referencia
de velocidad deseada que se ha introducido desde el teclado, formandose asi una senal
de error que, procesada adecuadamente (bloque G,), hara que el motor se comporte de
modo que la velocidad coincida con la deseada, aunque varie su carga mecanica.

MICROCOMPUTADOR CODIFICADOR OPTICO

=] Yo

He - . Zn
. MOTOR DE

! | CORRIENTE
---------------------------------------- i CONTINUA

TACOMETRO
DIGITAL

Fig. 2.26. Control digital de un motor de corriente continua

b.2) Control adaptativo

Si un sistema no lineal o t-variante (fig. 2.27) se conecta en paralelo a otro conocido
(modelo de referencia), cuyo comportamiento es el que se desearia que tuviera el
primero, basta con disefar un controlador que asegure que el error (e(t)) entre ambos
sistemas sea cero en todo instante para tener el sistema adaptado al modelo de
referencia.
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Y (1)
MODELO DE
REFERENCIA

u(t) ':'C e(t)

N

CONTRO-|_|  SISTEMA
LADOR VARIANTE y(t)

Fig. 2.27. Control adaptativo con modelo de referencia en paralelo

Hay otras estructuras de control adaptativo. Por ejemplo, en las denominadas de control
indirecto se efectia una tarea previa de identificacién del sistema a controlar
(denominado “planta” en la jerga de la ingenieria de control, nombre procedente de las
planta industriales). Posteriormente a esta identificacion, se recalculan los parametros
del controlador que, de esta forma, se va adaptando a una planta variante con el tiempo.

calculo de los

parametros del || \penmiFicacion
corrector

. SISTEMA
—s+ CORRECTOR VARIANTE

Fig. 2.28. Control adaptativo indirecto

b.3) Mantenimiento predictivo

En aplicaciones industriales, se suelen hacer controles periédicos del estado de
maquinas a fin de prever posibles problemas. De esta forma, puede efectuarse el
mantenimiento durante las paradas técnicas en la produccion que, de esta forma, no se
ve tan alterada por averias imprevistas. La aplicacion mas generalizada del control
predictivo se basa en el analisis de vibraciones en maquinas: con unos transductores
acelerométricos se registran las vibraciones, cuyo posterior procesado digital
(transformadas de Fourier) refleja su espectro. Si los picos de la respuesta frecuencial
se separan de un patrén, habra que efectuar un mantenimiento preventivo que puede
ir desde la fijacién de la maquina hasta su reposicion.
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c) Aplicaciones en instrumentacion electrénica
c.1) Generador digital de funciones (en este ejemplo no hay conversor A/D)

Mediante un reloj, se va incrementando el contador de direcciones de una memoria,
cuya salida (bus de datos) se conecta a un conversor D/A. En funcién del contenido de
la memoria se genera una forma de onda u otra, y dependiendo de la velocidad del reloj
se selecciona la frecuencia de la forma de onda sintetizada.

i
Interficieﬂ_> L
E/S RELOJ
C
v [RAM _
Panel Generador Filtro Amplif.
o ] p ™ de I 1 DIA | paso-bajo [ de B
control direcciones salida
) ROM
Lector de u Memoria
disquete | ™ secui?lcias

Fig. 2.29. Generador de formas de onda sintetizadas

c.2) Osciloscopio digital (de muestreo)

Gracias a laincorporacion de elementos digitales, se puede memorizar la forma de onda
y reproducirla mediante una exploracién ciclica de la memoria. De este modo, se
pueden visualizar transitorios o formas de onda no periédicas en una pantalla de
osciloscopio. Adicionalmente, se pueden calcular ciertos parametros de la sefial, como
su amplitud, frecuencia, periodo, etc.

acondié:lolgamiento_. AID . RAM J DA amplif.
sefial y

panel

de s CPU DSP

control

Inicio ] amplif.
de L reloj CONTADOR D/A >
barrido X

4

h 4

SINCRONIZACION

Fig. 2.30. Esquema general de un osciloscopio digital
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2.4. Ejemplos introductorios

2.41. Realizacion digital de un filtro analégico. Primera
aproximacion

Bases: En este ejemplo introductorio a la problematica del procesado digital, se efectiua
una aproximacion "grosera" del operador derivativo (operador "s" de la transformada de
Laplace). A pesar de ser una aproximacion bastante sencilla, en el capitulo dedicado al
disefio de filtros digitales se vera que es un método usado en la practica (método de la
primera diferencia de retorno), valido si la frecuencia de muestreo es elevada.

Si se intenta efectuar directamente la operacion derivada:

A LY |imw
dt T-0 T

con un procesador digital surgen dos problemas:

1. En el instante de tiempo ¢t ("ahora") no se conoce el valor futuro de f(t+T), adelantado
T segundos al instante actual.

2. No se puede alcanzar el limite cuando T tiende a cero, pues T es, como minimo, el

tiempo transcurrido entre la captacion de dos muestras consecutivas de la sefal f{(f),
operacion que no se puede efectuar en tiempo cero con dispositivos fisicos.

Estos problemas pueden reducirse usando la aproximacion:

df(t)  f(t) - f(t-T)
dt T

que un procesador digital podria efectuar segun el siguiente cronograma:

f(t-T) f(t) salida resultado

A/D ﬂ A/D H < T segundos _> ﬂ D/A
( )
)

resta, divisién por T t

R >

Si T es pequefo en términos relativos a la velocidad de variacion de f{(t), el error
cometido al usar la aproximacion anterior no es muy importante (sefal de variacion lenta
y/o procesador rapido):
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R g UL .
J” A~ /X |
t_f t t-;-T >t t-')' t t+;l' >t
(error importante) (error pequefio)

Indicando el retardo de T segundos como un operador D' (Delay), tal que :

D° = 1 (no retarda)

D" = un retardo de T segundos
D? = dos retardos de T segundos
D" = n retardos de T segundos

(El término negativo del exponente se ha incluido para facilitar posteriormente la
nomenclatura cuando se aborde la resolucion de ecuaciones en diferencias. En este
punto, quizas quedaria mas claro hablar de un operador de adelanto, A*".)

podemos aproximar la operacion derivada (o en el dominio transformado de Laplace,
a su equivalente, el operador s) como:

Aplicacién a la discretizacién de un filtro analégico paso-bajo de primer orden:

Sea el filtro:

H(s) - A _Y(s)
s +w, X(s)

A X(S) =s Y(s) +w, Y(s) =

Ax(t) =L {sY(s)} +w, y(t)

Recordando la propiedad de la derivada en la transformacién de Laplace y utilizando el
operador D" anterior, se obtiene:



34

Procesado digital de sefiales. Fundamentos

1-D'

A x(t) = T

y(t) + wy y(t) =

_oy() y(t7—_T) sy y(t) -

y(t-T) + AT x(t)
1+w, T

y(t)

Para implementar de forma recursiva este filtro en un procesador digital, se hacen las
equivalencias:

t : instante de la iteracién en curso, que se denomina n
t-T : iteracion anterior, n-1 (cada iteracion dura T segundos)

1 AT
y(n) =y(n-1) . x(n)
1+w, T 1 +w, T

Con lo que el algoritmo seria:

1. "Leer" la entrada actual x(n).

2. Calcular y(n) en funcion de w,, T, x(n) e y(n-1) -ecuacién anterior.
3. "Extraer" el resultado y(n).

4. Desplazar los contadores del vector de muestras y(n) — y(n-1)

5. Repetir el paso 1.

En este ejemplo, no se ha profundizado en la siguiente problematica, que sera objeto
de estudio en capitulos posteriores:

- "Leer"y "extraer" son procedimientos asociados al muestreo y la cuantificacion
de senales analdgicas, que deben efectuarse siguiendo ciertas reglas.

Si T no es despreciable respecto a la velocidad de variacién de las sefales, tendra
que evaluarse la validez del filtro digital.

No se sabe si el filtro digital resultante ha salido estable.

No se conoce con exactitud la respuesta en frecuencia del filtro digital resultante.

2.4.2. Generacion de un eco de una seinal analégica

Supongamos que queremos retardar 2 segundos una sefal analdgica x(f) para obtener
un eco de la misma, y(t), segun el esquema:
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x(t)
> y(t)

—p e-Ts

(retardo)

1.2 opcién: Grabarla en un magnetéfono (que desplaza la cinta a 4,75 m/s) y separar
los cabezales de grabacion y reproduccion:

grabacion

Con esta solucién, jdeberian haber 2 s* (4,75 m/s) = 9,5 metros de cinta entre los dos
cabezales! Sin embargo, soluciones de este tipo se usan en algunos estudios de
grabacion.

2.2 opcidn: Enviarla a un satélite que esta a 30.000 km de distancia y esperar que éste
la reenvie.
En este caso, suponiendo que la onda viaje a la velocidad de la luz, tardaria 0,2

segundos en efectuar un viaje de ida y vuelta: jse necesitarian 10 viajes para conseguir
un retardo de 2 segundos! No es una solucion practicable.

3.2 opcidn: Utilizar un filtro analégico pasa-todo como los estudiados en cursos de
diseno filtros analdgicos.

Recordando que la respuesta en frecuencia de un retardador ideal (operador e ™ en el
dominio de Laplace) es de modulo unitario y de fase lineal:

s=jw = e™ =cos(wT) +jsin(wT)
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/N |e'ij|

la cual puede aproximarse, a bajas frecuencias, por la del filtro pasa-todo:

cuya respuesta en frecuencias es:
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IH(w)I

Diagrama de polos y .
ceros en el plano S Jw

4 H(w)

zona de
retardo lineal

La parte de la respuesta de este filtro aproximable por una fase lineal (condicién para
que se comporte como un retardador) esta limitada a una pequena banda de bajas
frecuencias. Asi, por ejemplo, si la sefial x(f) estuviera limitada a unos 4 kHz (sefial
vocal), los condensadores ya saldrian de valores impracticables (se sugiere, como
ejercicio recordatorio del disefio de filtros analdgicos, que se obtengan los valores de
las Ry C del circuito anterior bajo las hipétesis siguientes:

w?<<1/(RyR,C}?)

arctang (a) =a, (sia<0,3).

4.2 opcion: Utilizar un sistema digital como el siguiente:

bloque de procesador bloque de
—Pp conversion |——Pp + P conversion ——P>
A/D MEMORIA D/A

Mientras no se estropee ningun componente, jse pueden efectuar desde retardos de
microsegundos hasta retardos de varios afos! Claramente, esta ultima opcién es
superior a las consideradas anteriormente.
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EJERCICIOS (temas 1y 2)

Clasifique como ruido, interferencia o distorsion los siguientes sonidos audibles en el
altavoz de un receptor de radio:

a) Sonido producido cuando la sintonia no esta situada sobre ninguna emisora
(parecido a una lluvia intensa).

b) Sonido cuando una segunda emisora se superpone a la sintonizada.

c) Sonido inteligible, pero con un ruido de fondo parecido al motor de una canoa
(sonido de 100 Hz debido a la fuente de alimentacion).

d) Sonido inteligible, pero con voz nasal.

Dibuje, indicando el tiempo en el eje de abscisas y la amplitud en el de ordenadas, una
senal:

a) Analdgica.

b) Digital no binaria de tiempo continuo.
C) Binaria de tiempo discreto.

d) Digital no binaria de tiempo discreto.
e) Binaria de tiempo continuo.

f No digital y de tiempo discreto.

Indique, razonando las respuestas, qué tipo de procesado (analdgico o digital) considera
preferible para las aplicaciones siguientes:

a) Zoom de una imagen.

b) Autofoco de un camara de video.

c) Amplificador de antena de 400 MHz.

d) Autopiloto de un avion.

e) Reconocimiento de un locutor.

f) Amplificacion de sefales de electroencefalografia (muy débiles).
9) Actuacion (excitacion) de un motor eléctrico.

h) Ecualizador de audio.
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i) Generador de reverberaciones acusticas.

) Reduccioén del ruido de 50 Hz en un equipo de audio debido a la red eléctrica.

Razone en qué situaciones no es aplicable la aproximacion de la operacion derivativa

usada en el ejemplo 2.4.1 para obtener la ecuacién en diferencias de un filtro digital a
partir de la H(s) de un prototipo analdgico:
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3

MODELOS DE'SENALES DISCRETAS.
CLASIFICACION DE SENALES.
OPERACIONES ELEMENTALES

3.1. Representacion de seinales discretas

En adelante se usaran corchetes para indicar las variables independientes de las
funciones de tiempo discreto. Asi, x[n] indica una secuencia x, donde n es un nimero
entero indicador del n-ésimo elemento de la secuencia. Los paréntesis () se reservan,
como es habitual en otras disciplinas, para indicar las variables independientes de
funciones de tiempo continuo.

A menudo, la secuencia x[n] procede de un muestreo periddico de una funcion
analdgica x,(f). Si las muestras se adquieren a intervalos regulares de T segundos
(T = tiempo de muestreo), se puede escribir:

X[n] = Xa(t)‘t=nT = Xa(nT)

El término nT indica el tiempo transcurrido hasta la n-ésima muestra, y se indica entre
paréntesis () porque puede corresponder a un numero real no entero. El simbolo [ ]
puede interpretarse como un recordatorio de que la variable independente contenida en
su interior debe multiplicarse por T para su interpretacién en tiempo continuo.

- Representacion tabular

Los valores de x[n] para cada valor de n (n = numero de la muestra) se detallan en una
tabla.

Ejemplo:
n: -2 -1 0
x[n] : 0 2 1 2

-
OoN
1
-
1
N
N

- Representacion funcional
En este caso, se da el término general de la expresion.
Ejemplo:

x[n] =3n*-5
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- Representacion grafica

Para cada valor de n se dibuja una linea vertical de longitud proporcional al valor de x[n]
que le corresponda.

Ejemplo: Se pueden representar las dos secuencias anteriores:

XIn]
AN
2 L
10
_ _ 3 4
2 1 0 1 2 J 5 n
a1 +
2 +
X[n] =3n2-5
T 70
L T [
| 60
1 50
[ 40 q
| 30
1 20 [
1 10
14 | 1
5 4 3 2 ¢ ¢ 2 3 4 5 ’n
N 5
‘ A
"ahora"

a esta muestra le faltan

esta muestra "llego”
9 3 pasos para "llegar"

hace 2 pasos
(tiene una “edad” de 2T)

Fig. 3.1. Representacion grafica de secuencias

3.2. Senales basicas

Las senales que se presentan a continuacion son las mas elementales. Por un lado, su
interés radica en su uso como sefales de prueba para caracterizar sistemas discretos;
por otro, en que, como se vera en posteriores capitulos, cualquier sefial periddica
puede descomponerse como una suma de algunas de las sefiales que se van a
introducir.
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- Impulso unidad &[n]
Definicion:

d[n] = { 1 paran=0
0 paran=0 (3.1)

El indice n es el contador del numero de la muestra. Si han transcurrido T segundos
entre el instante n y el anterior, n-1, el producto n-T da como resultado el instante de
tiempo en que aparece la muestra.

Ejemplos:

5[N] 5[n-5] 5[n+1]
/\

N A
1 11 } Xi1
2 4142 >n 0l 1234586 >n 32101234 >n

Fig. 3.2. Ejemplos de funciones impulso

- Escalén unidad u[n]

Definicion:

uln] = { 1 paran=>0

0 paran<0 (3.2)
Ejemplos:
uln] u[-n+3]
/ /\

S5 3 A1 1.3 5 7

Fig. 3.3. Ejemplos de funciones escalén

Propiedades:

. 5[n] = uln] - uln-1] (3.3)
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. uln] = i ® [n - K] que, mediante un cambio de variable k = n-m,
k=0

se puede denotar u[n] = Xn: 0 [m] (3.4)

. x[n]-8[n] = x[0]-8[n] (3.5)

. x[n]-8[n-m] = x[m]-8[n-m] (3.6)

- Rampa unitaria rin]
Definicion:
fAn] = { n paran=0
0 paran<0 (3.7)
- Potencial (exponencial) real
Viene descrita por la forma:
x[n]=C-a" (C = constante) (3.8)

Segun el valor del parametro a pueden darse distintos casos:

a>1 Potencial creciente
a=1 Secuencia constante
1>a>0 Potencial decreciente
0>a>-1 Potencial decreciente con signos alternados
a=-1 Secuencia alternante de 1y -1
a<-1 Potencial creciente con signos alternados
Ejemplos:
n n
~ 0,9 A~ (-2)
® 16 @
o1
[ I | [
1 01 2 3 4 >n e [o |1 2 4 ’n
-0,5

-8
Fig. 3.4. Ejemplos de funciones potenciales
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- Sinusoide
Descrita por la forma:

x[n] = sen (Qn + 0) (3.9)
para todo valor de n, siendo:

Q = pulsacion (discreta) de la sinusoide (radianes)
0 = fase de la sinusoide (radianes)
n = indice adimensional

Nota: La frecuencia discreta, en estos apuntes, se denominara Q, reservandose el
caracter w para representar la frecuencia continua (w = 21f, f en Hz) tal como es
habitual en las asignaturas de procesado analdgico. Sin embargo, esto no es siempre
asi en la bibliografia, en que pueden aparecer intercambiados los significados de Q y
de w.

Ejemplos:
1) x[n]= cos (2tn/12) — Q=2mw/12

Comparando la secuencia x[n] con una sinusoide analdgica de frecuencia continua w,
w = 2w/ T, siendo T, el periodo de la senoide, corresponderian 12 muestras por
periodo de la sefial analdgica.

x[n]
AN

¢ 1

Fig. 3.5. Ejemplo de una sinusoide discreta

Si la sefal que se acaba de representar procediera del muestreo de una senoide
analdgica, al ritmo de 12 muestras por periodo (T,), la frecuencia de la senoide
analdgica original seria de:

siendo T el periodo con que se han ido adquiriendo las muestras de la sefial analdgica
(periodo de muestreo). Notese que este factor T es precisamente la relaciéon entre la
frecuencia continua (w) y la discreta (Q), pero ya se profundizara en este aspecto mas
adelante.
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2) x[n] = cos (21n / 6,5)

x[n]

AN
T=13 muestras e

1
)

el 11 Sl 1

24 2

ol 111 12 131 18 19 | 5

Fig. 3.6. Ejemplo de una sinusoide discreta en que la secuencia de las muestras no
reproduce totalmente el perfil de una sinusoide continua (obsérvese la falta
de detalle en los picos de la senoide)

Como se puede comprobar, en este ejemplo el periodo de repeticion de la secuencia
es de 13 muestras, mientras que por cada periodo de la sefial analégica muestreada
corresponden sélo 6,5 muestras. Este aspecto se estudia al final del presente apartado.
- Exponencial compleja (representacion fasorial)
Dada por la forma exponencial cuando a = e

x[n] = C &*" = C cos Qn + jC sen Qn (3.10)

que en el plano complejo puede representarse como un fasor:

Xin]

Re

Fig. 3.7. Representacion de un fasor (vector giratorio)

Con la incorporacién de un término de fase inicial se puede representar cualquier senal
sinusoidal:

x[n] = Ce&@*® = Ccos (Qn + ®) +jC sen (Qn + ) (3.11)
y si

x[n] = C cos (Qn + P), se puede representar como:



3 Modelos de sefiales discretas. Clasificacion de sefiales. Operaciones elementales 47

x[n] = (CI2) & & + (C/2) &7 &7 (3.12)

Periodicidad de la senal muestreada

El periodo de repeticion de la sefal muestreada, si existe, no tiene por qué ser el mismo
que el de la senal analdgica original sobre la que se tomaron las muestras.

Una sefal exponencial compleja es periddica, con un periodo de N muestras si:
g =e0mN o &MN=1q o QN=2mm (3.13)
siendo m un numero entero.

Condicion de periodicidad: Una secuencia exponencial compleja es periddica si es
posible encontrar un numero entero m, tal que:

Q
21

(3.14)

=3

Ejemplo: Si se aplica esta ultima ecuacién al ejemplo 2 de senales senoidales,

x[n] = cos (21tn / 6,5)

Q=2m/6,5
Q_2 _m
2m 13 N

se obtiene directamente m = 2 (valor mas pequefo de m que cumple la ecuacién), y el
periodo de repeticion es: N = 13.

3.3. Clasificacion de las senales discretas

Hay diversas formas de clasificacion de las sefales discretas, segun al criterio que
se atienda para ello. Asi, podemos clasificarlas en funcién del tipo de informacién que
contengan, de su energia o de su forma temporal.

3.3.1. Segun la cantidad de informacion de que se dispone

Senales deterministas: Son aquellas cuyo valor se puede determinar (predecir)
en cualquier instante de tiempo. Se pueden describir por
una relacion entre la variable independiente y la
dependiente.

Ejemplos: y[n] = sen(Qn); y[n] = d[n].
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La unica informacion que aportan estas sefiales, si no van combinadas con otras, es
sélo su presencia (instantes de aparicion y desaparicion), ya que su forma es conocida.

Senales aleatorias: ("caprichosas") Su comportamiento no puede predecirse de un
modo totalmente cierto. Para su descripcibn se usan
herramientas estadisticas. Ejemplo: los puntos que se esperan
de un equipo de baloncesto a lo largo de la liga s6lo pueden
determinarse una vez concluida (realizada) ésta. A priori, no
pueden determinarse los puntos de cada partido, pero si pueden
predecirse, con un margen de error, los puntos esperados a partir
de estadisticas de temporadas anteriores.

puntos

>

n.° partido

Fig. 3.8. Variable aleatoria discreta

Después de varios experimentos con la variable aleatoria, se puede caracterizar la
funcién con parametros estadisticos. Por ejemplo, con la funcién de densidad.

f(x)
7N
AN
80 7 x
Fig. 3.9. Funcioén de densidad
Ruido: Es un caso particular de variable aleatoria que, a diferencia de la senal,

es indeseado (como se ha visto anteriormente, es un contaminante que
enmascara la sefal).

Ejemplo: En una conversacion telefénica, la sefial aleatoria es "lo que
nos dicen", que, al ser inesperado, no podemos predecir. El ruido seria
el "susurro" de fondo que degrada la calidad de la comunicacion.

Durante la recepcién de un programa radiofénico pueden aparecer interferencias que
generen un sonido parecido al motor de una canoa, debidas a defectos en el disefio de
la fuente de alimentacion. Estas interferencias son sefiales deterministas que pueden
predecirse como una combinacion de senoides. Sin embargo, también tienen un cierto
grado de aleatoriedad: el instante en que se producen, si es que llegan a producirse, y
su intensidad sonora.
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3.3.2. Segun su contenido energético

La energia de una sefal x[n] se define como:

E.=) Ix(n)? (3.15)

pudiendo tomar este sumatorio un valor finito o infinito.

Ejemplos:
x[n] = e"uln]; - E.=1/(1-e?)
x[n] = u[n]; - E, = infinita

(Ejercicio: Comprobar los valores anteriores de E, )

Las sefales que tienen energia finita se denominan sefales de energia finita (o,
simplemente, sefiales de energia). Para las senales que tienen energia infinita se puede
definir una potencia media de la forma siguiente:

. . 1 N 2
P, =1lim E, = lim X[n 3.16
e U Nee 2N+ ,,:Z,N x| ( )

siendo E, la energia en el intervalo (-N, N).
Ejemplo:

x[n] = u[n] - P=1/2

(Ejercicio: Comprobar este resultado.)
A estas sefales se las denomina senales de potencia media finita.

Puede demostrarse que una sefial de energia finita tiene potencia media 0, mientras que
una sefial de potencia media finita tiene energia infinita.

3.3.3. Segun su periodicidad
- Senales periddicas
Son aquellas que se repiten cada N muestras:

X[n+N] = xin] (3.17)

siendo N el periodo. Son sefales de potencia media finita.
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- Seinales aperiodicas

Si no existe un valor entero N que cumpla la condicion (3.17), se dice que
las sefales son aperiddicas.

3.3.4. Segun su simetria
- Senales simétricas (o de simetria par)
x[n] = x[-n] (3.18)
- Senales antisimétricas (o de simetria impar)
x[n] = -x[-n] (3.19)
- Senales sin simetria

Si no cumplen ninguna de las dos relaciones anteriores.

3.3.5. Segun el numero de variables independientes

Las seriales unidimensionales, que son las unicas que se tratan en cursos basicos de
circuitos y sistemas lineales, son aquellas que soélo dependen de una variable
independiente (normalmente el tiempo o la frecuencia). Por ejemplo, y[n] = sinc (Qn).

Si dependen de varias (M) variables independientes, son sefiales multidimensionales
(o M-dimensionales). Por ejemplo, una imagen en que la luminancia (/) depende del
punto de la pantalla definido por sus coordenadas x,y, tal que / = f(x,y), es una senal
bidimensional.

3.4. Operaciones elementales con senales discretas

Las operaciones que se presentan a continuacién son basicas para comprender
posteriores operaciones mas complejas, como por ejemplo la operacién de convolucion,
que se tratara mas adelante. Por ello, es importante ejercitarse en ellas y no pasar al
tema siguiente hasta que se haya conseguido este objetivo.

3.4.1. Transformaciones de la variable independiente n

- Decalado en el tiempo

Resulta al reemplazar n por n-k y equivale a retardar la sefal k unidades de tiempo (o
a adelantarla, si k es negativo)
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Ejemplos:

x[n] A XIn-3] x[n+2]

RTE1100 IR 111143 IRKE,

1 3 01 3 5 7 n 3 101 n

Fig. 3.10. Ejemplos de decalado temporal

Noétese que en x[n-3] hay que "esperar” (retardo) tres muestras para que esta funcion
haga lo mismo que x[n]. No hay que confundir la funcién x[n-k], que evoluciona con la
variable independiente n, con el valor concreto x[k] que toma la funcién particularizada
en n = k (siendo el parametro k un nimero entero determinado). Es decir, x[n-3] es la
funcién x[n] con el origen desplazado 3 muestras, mientras que x[3] es un valor de x[n]
paran = 3.

- Inversién del eje de tiempo (reflexion o folding)

Resulta al reemplazar n por -n (resulta una secuencia simétrica respecto al origen de

tiempos)
Ejemplos:
A x[n] A x[-n]
[ ] [ ]
3-5. 3 A1 1 3 5 - >n S5 3 1 1 3 >n

Fig. 3.11. Reflexién temporal

- Escalado temporal

Resulta al reemplazar n por kn. Si k > 1, siendo k un numero natural, se efectia una
operacion de compresion temporal de la secuencia (downsampling), en la que se
pierden muestras; en este caso se dice que k es un compresor.

Si k <1 (k = 1/m, siendo m un numero natural), el efecto es una expansion de la
secuencia (upsampling), y k es un expansor.

El escalado temporal tiene un efecto similar al de cambiar la velocidad de muestreo que
ha generado la secuencia objeto del escalado.
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Ejemplos:

x[n] x[2n] x[0,5n]

‘TM HI--% ]

11 E1;-> \?I'-:‘?, ? H>

n 5 3 4 1 3 5
compresion expansion

Fig. 3.12. Compresion y expansion de un secuencia

En el caso de k < 1 (expansién), aparece un problema de definicion del valor de la
secuencia en los nuevos instantes de muestreo para los que ésta no estaba definida.
Como primera aproximacion, se puede optar por soluciones elementales como:

a) Que el valor de las nuevas muestras sea cero.

b) Que en cada indeterminacién se repita el valor de la muestra anterior.

¢) Que el valor sea una interpolacion lineal de las dos muestras vecinas.

Ejemplo:

En la figura f.1 se muestra una imagen de 128 x 128 pixels (elementos de imagen), y
se quiere hacer un zoom de la zona interior del recuadro, que es de 64 x 64 pixels. Para
ello, habra que anadir un nuevo pixel a continuaciéon de cada uno de los ya existentes,
a fin de que la imagen quede ampliada a un tamafio de 128 x 128 pixels. Segun la
decisién que se tome para decidir el valor de luminancia de los nuevos pixels, se
obtienen los resultados de las figuras f.2, f.3 o f.4.

(Nota: Un valor de 0 corresponde al nivel mas negro de la imagen).
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Fig. 3.13. Imagen interpolada:

Figura f.1: Imagen original

Figura f.2: Zoom obtenido con la opcidn a: interpolacién de ceros

Figura £.3: Zoom obtenido con la opcidén b: repeticién de la muestra anterior
Figura f.4: Zoom obtenido con la opcion c: interpolacién lineal
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3.4.2. Operaciones muestra a muestra

Son operaciones que se efectian en un determinado instante (muestra), sin memoria
de las muestras pasadas ni observacion de las futuras.

- Escalado

y[n] = A x[n] 0 <N <o (3.20)
- Suma

yinl = x[nl+ x[n]  <w<n<e (3.21)
- Producto

yinl = x[nlx[n] ~ <w<n<e (3.22)

3.5. Modelado de sistemas discretos

Un sistema puede describirse por diferentes métodos, segun la finalidad de la
representacion. Si ésta pretende indicar sélo la funcién que efectia cada subsistema,
la representacion mas idonea es la de bloques funcionales (diagramas funcionales),
donde se indica la interconexion entre bloques y, cualitativamente, la misién de cada
uno de ellos. Ejemplo de esta forma de representacion son las aplicaciones mostradas
en el apartado 2.3.2 del capitulo anterior.

Por otro lado, la representacion puede efectuarse en el dominio temporal o transformado
(funcioén de transferencia). Se dice que la representacién es de forma externa cuando
lo que interesa son relaciones entre la entrada y la salida, y que es interna si ademas
interesa el detalle de la evolucién de las variables internas del sistema. La
representacion interna puede, a su vez, efectuarse de distintas formas. Una de ellas es
la representacion mediante variables de estado, de gran interés en topicos mas
avanzados donde interese analizar o disefar sistemas complejos, como pueden ser
sistemas con varias entradas y salidas, variantes en el tiempo, no lineales o cuyo disefio
se haga en relacién con un determinado criterio de comportamiento a optimizar.

Algunas herramientas para la representacion, como las relaciones entrada-salida, los
diagramas de bloques o los de flujo, pueden usarse tanto en el dominio temporal como
en el transformado. Por el momento, se presentan Unicamente algunas de las formas
de descripcion de sistemas discretos, centrandonos en el dominio temporal, y se deja
para el capitulo 5 la ampliacion de los modelos de sistemas en los dominios
transformados.
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3.5.1. Representacion de un sistema discreto en el dominio
temporal

3.5.1.1. Representacion analitica
- Relacion entrada-salida

Es unarepresentacion descrita por una aplicacion T, que puede representar una funcion
lineal o no lineal, de la forma:

- y[n] = T{x[n],n} para sistemas que sélo dependan de la entrada x[n] en el instante
actual (sistemas estaticos o sin memoria).

Ejemplos:
yin] = 4-x(n]
yin] = nx(n]
yln] = 5-x*(n]

- yIn] = T{x[n], x[n-1], x[n-2]...., y[n-1], y[n-2],..., n} para sistemas cuya salida tenga
memoria de la evolucion en el pasado (sistemas dinamicos).

Ejemplos:

y[n] = max { x[n-1], x[n], x[n+1] }
y[n] = x[n] - 3 x[n-2] - 5 y[n-1]

Este ultimo ejemplo corresponde a una ecuacion en diferencias (equivalente a las
ecuaciones diferenciales para sistemas de tiempo continuo), cuya resolucién (paralela

alade las ecuaciones diferenciales en sistemas de tiempo continuo) se introducira mas
adelante.

3.5.1.2. Representaciones graficas

Pueden derivarse de una representacion grafica de las relaciones analiticas o,
directamente, de una interpretacion de la realidad fisica. Tienen la ventaja de facilitar la
visualizacion de variables intermedias y sugerir formas de programacién de los
algoritmos digitales.

- Diagrama de bloques:

- Sumador

X4[n]

y[n] = x4[n] + x,[n]
X,[n]
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- Multiplicador por una constante

xin] a y[n] = a x[n]

x[n] y[n] =ax[n]
— a [

- Multiplicador de secuencias

X [n]
! >(X) yIn] = x4[n]"x,[n]
x [n]
- Retardo
xn] | M y[n] = x[n-M]
- Adelanto
xinl | _m y[n] = x[n+M]

z —

En los bloques de retardo y de adelanto se ha usado un operador z que se estudiara en
posteriores capitulos. Por el momento, sélo ha de interpretarse como un simbolo para
indicar desplazamientos en el tiempo, de igual forma que se habria podido optar por
denominarlo operador D (inicial de delay, en inglés).

Ejemplo:

yInl = xn-2] + 2x[n-1] + x{n]

|
LEQ@H@% y[n] = x[x] + 2x[n-1] + x[n-2]

x[n]
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- Flujograma (diagrama de flujo):

Aporta la misma informacién que los diagramas de bloques anteriores, pero es
mas sencillo de representar al requerir menos esfuerzo de dibujo (no aparecen
las circunferencias de los sumadores y multiplicadores ni los rectangulos de las
operaciones).

Los elementos basicos del flujograma son:

- Nodo: Representa una variable del sistema. Si confluyen dos o mas ramas, es
el punto donde se suman las variables que fluyen por cada rama.

- Rama: Representa una operacion sobre la variable del nodo origen que la
transforma en la variable del nodo destino.

Ejemplo: Representacion del ejemplo anterior en forma de flujograma:

y[n] = x[n-2] + 2x[n-1] + x[n]

x[n]
O
vz'1 2 1
yin]
> )
Z-1 1

3.6. Clasificacion de sistemas
3.6.1. Lineales / no lineales
Un sistema es lineal si se verifica el principio de superposicion:
Ta, x[n] + a, x,[n]} = a; T{x;[n]} + a, T{x,[n]} (3.23)

Ejemplo: y[n] = 5x[n]
Contraejemplo: y[n] = x*[n]

Ejercicio: Discuta la linealidad del sistema descrito por y[n] = nx[n].

3.6.2. Invariantes en el tiempo / variantes en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo si, al desplazar la entrada, el Unico efecto que se
produce es un desplazamiento de igual duracién de la salida.
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x[n]

I— ]

x[n-n ]

———=y[n-n]

Fig. 3.14. Invarianza temporal

Ejemplo:

- yIn] = k-x[n]

- yIn] = X[n] + x[n-1]

>t )—>y[n]=x[n]+x[n-1]

x[n]

Z-1

Contraejemplo (sistema t-variante):

yIn] = n x{n]

El curso se centrara especialmente en los sistemas lineales e invariantes con el tiempo,
que se denominan sistemas LTI (abreviatura de linear and time-invariance).

3.6.3. Estaticos (sin memoria) / dinamicos (con memoria)

Un sistema es estatico si su salida en n depende sélo de la entrada en ese mismo
instante y no en instantes anteriores o posteriores. En caso contrario, se dice que el

sistema es dinamico.
- Estaticos
yln] = T{x[n],n}
Ejemplos:
yin] = a x{n]
yln] = X[n]

- Dinamicos

(3.24)

y[nl = T, xin-11, xin+1], x[n-2]...., yin-11, vin+11, yin-2,..., n} (3.25)
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Ejemplos:

yin] = x[n] + x[n-1]
y[n] = x[n-2] x[2n]
yin] = x[n] - 5 y[n-3]

3.6.4. Causales / no causales

Un sistema es causal si su salida (efecto) no se anticipa a la excitacion (causa) que la
produce. En un instante n, depende solo de muestras de la entrada x[n] en instantes
n < n, y de la salida en instantes n < n, (no depende de las muestras futuras.) En caso
contrario, el sistema es no causal (o anticausal).

Los sistemas de tiempo discreto no causales adquieren un interés que no tenian los de
t-continuo, pues es facil guardar un vector de muestras en la memoria de un ordenador
para su posterior procesado, de forma que durante el procesado de la muestra n, se
pueda conocer su valor futuro en el instante n,+k.

Ejemplos:
y[n] = x[n] - x[n-1] : Causal

y[n] = x[2n+5] : No causal (la salida se adelanta)
y[n] = x[n-1]+ 3x[n+2] : No causal

3.6.5. De respuesta impulsional finita (FIR) / de respuesta
impulsional infinita (lIR)

Es una subclasificacion de los sistemas LTI causales y con memoria que se centra en
la "cantidad" de memoria que tienen (ocasionalmente se extienden a no lineales).
- Sistemas FIR (Finite Impulse Response):

La salida y[n] de estos sistemas sdlo "recuerda" un numero finito de muestras anteriores
de la entrada, y no tiene memoria de si misma en instantes anteriores y[n-1], y[n-2],...,

y[n-m].

Si la entrada x[n] es el impulso unitario 8[n], la respuesta de estos sistemas se hace
cero (es finita) al cabo de M muestras:

M-1
yinl = 3 &, x[n-K] (3.26)
k=0

siendo a, el coeficiente que pondera cada muestra de la entrada al sistema para
conformar la salida.
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Ejemplo:
yin] = x[n] + x[n-1]
Puede comprobarse que, si x[n] = 8[n], la salida y[n] es nula a partir de
n=2.

- Sistemas IIR (Infinite Impulse Response):

Se diferencian de los sistemas FIR en que la salida si tiene memoria de si misma en
instantes anteriores y[n-1], y[n-2]...., y[n-m].

La respuesta de estos sistemas al impulso unitario s6lo se anula en el infinito.
Ejemplo:

y[n] = x[n] + y[n-1]. Puede comprobarse que, si x[n] = 8[n], la salida y[n] es de
duracién infinita.

Si el sistema fuera y[n] = x[n] + 0,5 y[n-1], la respuesta a d[n] seria cada vez de
menor amplitud, pero hasta el instante n = « no se anularia.

3.6.6. Estables / inestables

Un sistema es estable en sentido BIBO (Bounded Input - Bounded Output) si, para toda
entrada acotada, su salida esta acotada. Nétese que esta definicién se puede aplicar
tanto a los sistemas lineales como a los no lineales (para los sistemas lineales, ya se
veran otras definiciones de estabilidad mas adelante).

(X[n]| < M, < = |yn]| < M, < e (3.27)
Ejemplo:
y[n] = a x[n] : Estable.
ylnl1 =11/ x[n] : Inestable (BIBO).

3.6.7. Inversibles / no inversibles

Un sistema T es inversible si, a partir de observaciones de la salida y[n], se puede
hallar, sin ambigtiedad, la entrada x[n]. Para ello, tiene que ser posible hallar un sistema
inverso T tal que T [TIx[n]]] = x[n]

Ejemplo:

y[n] = ax[n] sistema inverso: z[n] = x[n] = (1/a) y[n]


eduar
Resaltado
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x[n] yin] z[n]=x[n]
— > sistema > sistema >

inverso

Contraejemplos:

- yin] = x* [n]
- yin] = [x[n]|

Ejercicio: Determine la inversibilidad del sistema y[n] = nx[n]

3.6.8. Observables. Controlables (alcanzables)

La clasificacion de sistemas como observables o como controlables esta intimamente
relacionada con su descripcién mediante variables de estado, y sirve para diagnosticar
la capacidad de acceder a variables internas (observabilidad) o para modificar su salida
mediante una secuencia adecuada a la entrada (controlable).

Como ya hemos avanzado, no es un objetivo de este texto el tratamiento de sistemas
en el espacio de estado; sin embargo, se introducen estos conceptos a nivel de
lenguaje.

- Sistema observable:

Un sistema es observable si se puede determinar el estado de la entrada en x[n,] a partir
de un numero finito de muestras de la salida y[n] tomadas en instantes posteriores
n > n,. Como puede notarse, es un concepto muy parecido al de sistema inversible.

Normalmente, en aplicaciones de procesado de la sefal se habla se sistemas
inversibles, y en el campo de la teoria de control, de los observables.

- Sistema controlable (alcanzable):

Un sistema es controlable si es posible pasar de una salida y[n,] a otra y[n,], siendo
n, > n,, mediante una cierta secuencia finita de entrada x[n]. Aunque hay ligeros matices
que diferencian los conceptos de controlabilidad y alcanzabilidad de sistemas, suelen
interpretarse del mismo modo.

En la figura 3.15 se muestran los cuatro posibles subsistemas en que puede
descomponerse un sistema lineal (segun la descomposicion de Kalman).
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ENTRADA + SALIDA
| ALCANZABLE
Y OBSERVABLE
+
ALCANZABLE
NO ALCANZABLE
NO OBSERVABLE OBSERVABLE
NO ALCANZABLE
NO OBSERVABLE

Fig. 3.15. Sistemas observables y alcanzables

3.6.9. Sistemas MA, AR, ARMA, ARX y ARMAX

Esta ultima clasificacion es una forma alternativa de clasificacion de los sistemas FIR
e lIR. En algunas aplicaciones del procesado digital es la clasificacién mas utilizada:
- Sistemas MA (Moving Average)

Vienen descritos por la ecuacién (sistema FIR):

M,

_ 1 _
yin] - MM k% x[n-k] (3.28)

y pueden interpretarse como el promedio de M, + M, +1 muestras (average) que se van
desplazando (moving) al variar n.

Esta definicion puede relajarse si no se divide por el nUmero de muestras, de forma que
coincida con la anterior de sistemas FIR:

N-1
yln] = kX% a, x[n-k] (3.29)

- Sistemas AR (Auto-Regressive)

Son sistemas IIR sin entrada (pueden suponerse excitados por una condicion inicial,
y[0]), descritos por:
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M
yln] = 2; b, yln-r] (3.30)

o bien pueden tener una entrada x[n], pero sin que la salida y[n] “recuerde” valores de
la entrada anteriores a n:

M
yinl = Y b, yln-r] +a x[n] (3.31)

r=1

- Sistemas ARMA (Auto Regressive Moving Average)

Son sistemas que cumplen a la vez las condiciones AR y MA:

M N-1
yin] = 2; b, yln-r] + kz% a, x[n-kK] (3.32)

- Sistemas ARX

Son sistemas AR en los que esta presente una excitacion adicional provocada por una
perturbacion externa (eXégena), wn]. Su salida viene descrita por:

M P-1
yinl =Y. b, yln-r] +x[n]+ ), c, win-s] (3.33)
r=1 s=0

- Sistemas ARMAX (ARMA + entrada eXogena)

Son sistemas ARMA con dos entradas: x[n], que es la entrada habitual, y w[n], que es
una entrada exdgena que puede representar las perturbaciones (ruido, interferencias,
etc.) al sistema (ARMAX), o bien puede ser una entrada auxiliar para modificar su
funcionamiento (CARMA: ARMA + entrada de Control adicional):

M N-1 P-1
y[n] = z; b, yln-r] + kz% a, x[n-k] + z% c, w[n-s] (3.34)
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3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

EJERCICIOS

Represente graficamente las funciones siguientes:
a) xn: 5 -3 -2-10-3421320

n:-3 2 -1 01 2345867
b) x[n]=5n-3

c) x(nT)=n? siendo T=2s

Represente las sefiales elementales siguientes:

a)  8[n-3 b)  &[n] + d[n-2] - S[n+4]

c)  uln-4] d)  uf-n]

e)  u[2-n] ) uln-5] - u[n-6]

9)  uln]-n] h)y  3a" siendoa=2

i) 3-a", siendo a=0,5 J) 3-a" 8[n-5], siendo a = -2

(fn): funcién rampa)

Represente la funcion:

x[n] :sin[znn

]

indicando el periodo de repeticién de las muestras y el de la envolvente de la funcién
seno. (Nota: Use un tiempo de muestreo T = 1 si necesita este parametro.)

Exprese la funcién senoidal del ejercicio anterior en forma fasorial.
Las relaciones que se tratan en este ejercicio seran de gran utilidad en temas

posteriores.

a) Pruebe la validez de la expresion siguiente:
N ,a=1

N-1
> a"=y 1-qg"
n=0
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3.6.

3.7.

3.8.

b) Demuestre que si |a|<1, entonces:

i o’ = L
n=0 1-a
c) Demuestre también que si |a|<1:
i na" - —9
n=0 (1 —0)2

d) Evalue:

Obtenga la energia y la potencia media de las sefales:

a) e’ uln] b) uln] c) sen (2mn/3,5)

Dada la sefial x[n] indicada en la figura siguiente:
x[n]

le] 1,

o—© 9—0 @&
6 5 r - - ls 4 5 6 7 8
1

represente:
a) x[-n] b) x[2n] ¢) x[0,5n]
d) x[2n+1] e) x[r?] f) x[n] u[n-1]
g) xIn+1] 8[n-2] h) x[-n+3]

La salida y[n] de un sistema discreto a un entrada x[n], y[n] = T{x[n]}, viene dada por la
siguiente ecuacion en diferencias:

yInl = 2 x[n] - 3 x[n-1] + x{n-3]

Represéntela en forma de diagrama de bloques y de flujograma.
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3.9. Repita el ejercicio anterior para:

yin] = x[n] + 2 x[n-1] - y[n-1]

3.10. Indique si los sistemas de los ejercicios 3.8 y 3.9 son MA, AR o ARMA.
Anada a la ecuacion en diferencias del sistema del ejercicio 3.9 el término que estime

conveniente, indicando su significado fisico, para que sea un sistema ARMAX.

3.11. Del sistema T de la figura se sabe que es invariante con el tiempo. En la figura se
indican las salidas y,[n], y,[n] e y;[n], correspondientes a las entradas x,[n], x,[n] y x;[n],

respectivamente.
4
X /n
2 X Ini y [n]
; 2
— T >
1 0 1 2 n 0o 1 2 3 n
4
2 x2[n] y2[n]
2
— T >
1 0 1 2 31" 0 1 2 3 4 n
3
x3[n] y3[n]
1
[ N T BN 1
0 1 2 3 4 N 3 -2 -1 0 1 n

a) Determine si el sistema T puede ser lineal.

b) ¢, Cual es la respuesta del sistema a una entrada x[n]=8[n]?

3.12. Se sabe que el sistema de la figura es lineal y se indican las salidas y,[n], y,[n] e y,[n],
correspondientes a unas entradas x,[n], x,[n] y X;[n], respectivamente.
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3.13.

3.14.

3.15.

x[n] yn] 3 3

a) Determine si el sistema T puede ser invariante en el tiempo.

b) Si la entrada al sistema T es d[n], ¢,cual es la respuesta del sistema?

a) Demuestre que cualquier sefal puede ser descompuesta como suma de una senal
par (sefal con simetria par) y de una sefal impar (simetria impar). (Sugerencia:
Empiece sumando a la senal su propia reflexién.)

b) Descomponga la sefal siguiente como la suma de una sefal par y otra impar.

6 ®

o
{ ]
w®
A0

®
5 ...

Demuestre que la energia de una sefial real es igual a la suma de las energias de sus
partes par e impar.

Discuta si los sistemas descritos por las siguientes relaciones de entrada-salida son
estables, lineales, causales, invariantes y si tienen 0 no memoria.

n

ayyin= ¥ xK] b) yin] = x[-n] ¢) yln) = e
k=n,
d) yin] = sign(x[n]) e) yinl= 2x[n]+—

1+x[n-1]
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4

MUESTREO Y CUANTIFICACION

4.1. Introduccion

En este capitulo se estudian las principales formas de muestrear y de reconstruir
sefiales analdgicas, se analizan las limitaciones de los diferentes métodos y se
presentan soluciones para reducir los efectos indeseados de estas limitaciones.

Los procesos de muestreo y la posterior reconstruccion de sehales analogicas son
capitales en los sistemas de procesado digital, y la calidad del sistema global esta muy
condicionada por el disefio correcto de las etapas interficie entre el computador y las
entradas y salidas analdgicas. En el presente capitulo su estudio se va a realizar
independientemente del algoritmo digital que deba soportar el computador.

También, se estudiara el proceso de cuantificacidn de senales, inevitable al trabajar con
procesadores de aritmética finita (y, por tanto, incapaces de trabajar con valores
continuos en amplitud), y se evaluaran los errores y los ruidos que este proceso puede
conllevar.

Antes de entrar en los aspectos matematicos del analisis, se hace una introduccién a
la tecnologia que soporta las funciones de muestreo y cuantificacion, de forma que el
lector pueda ir relacionado aspectos circuitales con otros mas formales. Los ingenieros
que vayan a disenar sistemas de muestreo y de reconstruccion (médulos de entradas
y salidas analogicas) han de tener una cierta formacion interdisciplinaria, que incluya
conocimientos de programacion, especialmente de lenguaje ensamblador y de lenguaje
C, de funciones electrénicas y de aspectos matematicos del procesado digital de
sefiales. En el apéndice C, se ofrece informacion complementaria sobre los principales
aspectos tecnoldgicos a considerar a la hora de seleccionar conversores A/D y D/A.

4.2. Introduccion a los conversores A/D

Como ya se ha avanzado en el capitulo anterior, el objetivo de los conversores A/D
(también denominados en ocasiones conversores C/D, continuo-discreto, o conversores
ADC, Analog to Digital Converters) es adquirir muestras de la sefial analégica presente
a su entrada y convertirlas en cédigos digitales inteligibles por los restantes elementos
de la cadena digital.

Hay muchos tipos de conversores A/D, que se diferencian por el grado de idealidad de
su funcionamiento, la velocidad de conversién, la inmunidad al ruido o el precio. El
objetivo del presente apartado es proporcionar una vision tecnologica, previa a otros
temas mas formales sobre teorias del muestreo de sefales, que permita al estudiante
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relacionar ciertas funciones matematicas con algunos circuitos capaces de soportarlas,
pero sin pretensiones de ser un curso de subsistemas electronicos. Para lograr este
objetivo, se ha escogido el conversor A/D paralelo (tipo "flash"), basado en una bateria
de amplificadores operacionales que trabajan como comparadores, y que se caracteriza
por ser rapido de funcionamiento, relativamente costoso y muy sensible a tolerancias
en sus componentes (es facil localizar conversores que puedan adquirir sefiales
analdgicas de frecuencias hasta las decenas de MHz, aunque en el mercado también
se hallan conversores capaces a operar a centenares de MHz, y empresas como Agilent
o Tektronix han desarrollado placas de conversores a velocidades de hasta decenas de
giga-muestras/s - un giga = mil millones - para sus osciloscopios de muestreo). Su
esquema general de funcionamiento es el que se indica en la figura 4.1 (si bien, por
facilidad de representacion, se ha indicado un conversor de 4 niveles, los conversores
habituales son de mas bits: de 8, 12, y 14 bits). Como es facil verificar en la figura 4.1,
a medida que el valor de la tension de entrada V,, va superando los niveles fijos de
referencia V,, V,, V, y V,, las salidas D, C, B y A, respectivamente, van cambiando de
nivel.
+ Ve

[
Vi é +
( p 5
i D 00— Vv, <V,
i - 17 — > VY,
3 5
T c 0—> in <V,
VZ - 17— in >V,
3 »
" B 0—> v, <V,
% 1 17— %>V
g 5
+ A 0—> v, <V
Y - + 1 —> f > Vs

0 = 0 voltios, 1 = 5 voltios

Fig. 4.1. Conversor paralelo elemental

En la figura 4.2 se ilustran los valores que van adquiriendo las salidas A,B,C y D para
una determinada evolucion de la tension de entrada V.

vl T
1
Voo b ] \
Vir0 —y \
3 S
v
4 .............................................................................
/ N o
A lol1]1 |1 1 T 0 <
B lolo|1 |1 1 1|11(0] o
c lolofo |1 1 110]o] 0
b lolo]o|o 1 ololo]| o
nivel |0 1 2 3 4 3 2 1 0

codificacion

Fig. 4.2. Codificacién. Los niveles de tension v,,v,v; y v, son los de la figura 4.1
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Los pP suelen leer los datos en cédigo hexadecimal, por lo que después de los
comparadores hay un circuito codificador que proporciona un cédigo facil de leer por el

uP.
Vin
Xp
codifi- —| Ppuerto (N
cador ) E/s I.IP
c; W5 ‘A
) + n bits
- vl orden de lectura

cada T segundos

<— AD

Fig. 4.3. Conexién a un microprocesador

Las dos funciones de conversién A/D y de codificacion se efectian en el mismo circuito
integrado.

Como con n bits pueden cuantificarse 2" niveles, cada uno de valor A = x,,/2", siendo x,,
el margen dinamico de la cuantificacion, la sefial x, de la figura anterior puede
interpretarse como un conjunto de muestras cuantificadas en 2" niveles (si n = 8 bits,
hay 256 niveles cuanticos).

X b (interpretacién funcional)

2/

(2-1)4
(2-2)/
44

34 |, R TRBR
24 oo ............................

/.
NT 2T 3T 4T

Intervalos de decisién para la asignacién

niveles de cuantificacion de las muestras a los niveles cuénticos

Fig. 4.4. Muestreo de una sefial unipolar de valores comprendidos entre 0 y x,,
(con indicacion de los niveles de cuantificacion)
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2. A [
4 | R B
47 A | L PPy

4/ | B

Y/ S S 0SSOSO

T 2T 3T 4T nT t

Fig. 4.5. Cuantificacion de la sefial muestreada de la figura anterior

Los niveles funcionales de la figura 4.5 representan el valor matematico de la salida del
conversor A/D. Pero, insistimos, son niveles funcionales, no eléctricos. No se verian asi
en un osciloscopio. Ello es debido a que en el circuito integrado del conversor hay,
ademas, un codificador que proporciona directamente al uP unos cédigos digitales
(tensiones) cuyo contenido (palabra digital) es la descripcién digital de la amplitud de las
muestras. Es decir, funcionalmente el conversor muestrea la sefial de entrada y asigna
las muestras a unos valores cuantificados (figura 4.6-B). Eléctricamente, es un
dispositivo que a su salida entrega tensiones relacionadas con estos valores codificados
(palabras digitales) para que sean interpretables por el uP (figura 4.6-A).

X p (sefiales eléctricas)
N

msB 1 —
t
1 1
. t
A |
| |
t
| | ] | | [ ]
t
LsB ] | | | | |
t
£'5 8§ 8 &8 ¥ 8 § g
: 8 3 £ s 8 § g s
x(t)
(B) I
. ! T ,
T 2T 37 4T 5T

Fig. 4.6. (A) Lectura de la sefal codificada por el bus de datos de un microcomputador
(LSB: Least Significant Bit; MSB: Most Significant Bit'). (B) Secuencia
equivalente interpretada por el software dentro del microcomputador
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Por ejemplo, si en un conversor de 8 bits (256 niveles), cuya entrada V,, puede variar
de 0 a 10 voltios, se ha leido en un determinado instante la palabra C5h (h: en
hexadecimal),

<——  PUERTO(8bits) —p

11|00 (0|10 |1

MSB LSB
c 5

MSB : bit de mayor peso

LSB : bit de menor peso

que, en decimal, corresponde al niUmero:

27+ 25+0+0+0+22+0+2°=197

quiere decir que el valor de la entrada analégica en este momento es de:

resolucion de cada nivel cuantico = fondo de escala = 10 V = 39mV

numero total de niveles 256

39 mV - 197 = 7.695 voltios en la entrada analdgica.

En este ejemplo, se ha supuesto una entrada unipolar entre 0 y 10 voltios. Si la entrada
fuera bipolar, de forma que pudiera variar entre -5 y +5 voltios, el codigo 00h (en binario:
00000000) corresponderia a una entrada de -5 V, el cddigo 80h (binario: 1000000) a
una entrada de 0 V y el FFh (binario: 11111111) auna de +5 V.

Hay otros tipos de conversores que no son tan rapidos como los de tipo "flash", con los
que puede aparecer un problema adicional si la sefal analdgica varia rapidamente con
relacion al tiempo de conversion.

Este problema consiste en la indeterminacion del valor muestreado si la conversion A/D
se inicia cuando la sefial de entrada tiene un determinado valor V, y se termina cuando
la entrada ha evolucionado hasta un nuevo valor V,, diferente de V, en, al menos, un
nivel de cuantificacion del conversor A/D. En este caso, el valor de la muestra queda
indeterminado (no ha sido un muestreo instantaneo).

La solucion a este problema pasa por mantener el valor de la entrada V,, constante
durante todo el tiempo en que se efectua la conversion A/D. Esta operacion la efectian
modulos llamados de muestreo y mantenimiento (S/H, Sample and Hold), basados en
un interruptor (MOS) que controla la carga de un condensador, proporcional al valor de
V.., y separadores de impedancias. Su esquema, simplificado, es el de la figura 4.7:

in?
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Vo

in T T —
—/ + al conversor A/D

control

S/H

I
I
9]

Fig. 4.7. Esquema basico de un médulo de muestreo y mantenimiento

Las principales limitaciones electronicas del médulo S/H derivan de la presencia del
condensador C: por un lado, es una carga capacitativa que limita el tiempo de subida
del primer amplificador operacional, lo que limita el tiempo minimo para adquirir una
muestra. Por otro lado, tiene pérdidas en el dieléctrico, lo que puede traducirse en una
deriva de la tension almacenada durante el estado de mantenimiento.

Ademas del médulo S/H y del propio conversor A/D, en la cadena de adquisicién de
muestras puede haber otros elementos, como el multiplexor analégico (MUX), que
permite seleccionar un canal analdgico de entrada de entre todos los posibles
(normalmente 8 o 16), un PGA (amplificador de ganancia programable) para adecuar
el nivel del canal seleccionado al del fondo de escala del conversor A/D, légica digital
para el secuenciamiento de las 6rdenes entre los subsistemas o estabilizadores de la
tension de referencia en los conversores A/D (un rizado en la alimentacion se traduciria
en una fluctuacion de los niveles cuanticos del conversor). Estos médulos pueden verse
en la figura 4.8, donde también aparecen un conjunto de filtros en las entradas
analdgicas (filtros antialiasing) cuya finalidad se vera en los apartados siguientes.

—FILTRO i Th—p
e V de REFERENCIA
—fFILTRO |—  >—f MUx l
PGA _.| S&H |—»{ ADC :> AL
\ \ 1 1 uP
. . ‘ |
DESDE
. FILTRO . \“:, . INTERFICIE DE CONTROL
T Y SECUENCIAMIENTO <::|

TERMINAL COMUN

UP : Paso 1: seleccion del canal (MUX)
Paso 2: seleccion de amplificacion programable (PGA)
Paso 3: orden de sample

Paso 4: orden de inicio ADC, esperar y leer el resultado

Fig. 4.8. Sistema de adquisicion
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El esquema de la figura 4.8 incorpora un filtro paso bajo para cada entrada analdgica.
De este modo, se puede acotar independientemente el ancho de banda de cada canal
de entrada (como se vera, esto permitira respetar el criterio de Nyquist, que se estudiara
en este capitulo, cuando las sefiales de entrada tengan un ancho de banda excesivo
para su muestreo).

Si, en lugar de poner un filtro para cada entrada, todas compartieran el mismo filtro a la
salida del multiplexor analdgico (MUX en la figura), éste deberia tener la frecuencia de
corte programable para poder tratar particularmente cada sefial de entrada. Los
primeros esquemas que se utilizaron con un sélo filiro programable se basaban en
redes de resistencias conmutables digitalmente: de este modo, el computador podia
seleccionar en todo momento la frecuencia de corte del filtro analdgico. Actualmente,
se esta imponiendo el uso de filtros de capacidades conmutadas (switched capacitor,
SC) que permiten modificar su frecuencia de corte segun el periodo de una sefal
cuadrada que entra en una de sus patillas. La generacion en el computador de esta
sefal cuadrada es facil.

4.3. Conversores D/A

En apartados posteriores, trataremos los conversores D/A como bloques que permiten
reconstruir la sefal analdgica a partir de muestras facilitadas por el uP, y se comparara
la calidad de esta reconstrucciéon con otras alternativas. Los principales tipos de
conversores D/A se basan en una red de resistencias cuya conexion y desconexion
regula la ganancia de un amplificador operacional. Las conexiones de las resistencias
se efectian mediante interruptores MOS. En la figura 4.9 se presenta el esquema
circuital de un conversor de resistencias ponderadas, mas sencillo de analizar que de
construir de forma fiable pues, como se puede comprobar en la figura, para un
conversor de N bits hay una dispersién en los valores de las resistencias que va de R/2
ohmios a 2V R ohmios, con los consiguientes problemas de errores debidos a sus
tolerancias. En contrapartida, sélo necesita una resistencia para cada bit.

Los interruptores son controlados por la palabra digital correspondiente al cédigo de la
muestra que se quiere extraer de forma analdgica. La tension V., de referencia, que ha
de ser muy estable, se vera amplificada a la salida por una valor dependiente del
resultado de la agrupacion en paralelo de las resistencias que hayan quedado
conectadas a la entrada del amplificador operacional. Si los interruptores toman los
valores b, = 1 cuando la resistencia i esta conectada a la entrada inversora del
amplificador operacional, y b, = 0 si el interruptor esta puesto a masa, la tension de
salida V, es:

Una alternativa a la red de resistencias ponderadas es la red R-2R (ladder ADC), que
requiere un mayor numero de resistencias pero, en contrapartida, su tolerancia no es
tan critica (apéndice C).
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R § N:nUmero de bits del conversor

....... VA

PUERTO DE SALIDA DEL uC

Fig. 4.9. Conversor D/A de resistencias escaladas. Cada bit del puerto de salida
controla un interruptor (CMOS)

Estos conversores usan la denominada técnica de multiplicacién (multiplying technique)
ya que su salida analdgica procede de la multiplicaciéon de una tension (o corriente)
constante por un cddigo digital. Se consiguen tiempos de conversion inferiores a los
100ns.

Aparte de los conversores D/A mencionados, hay otros tipos, como el que se basa en
la conversion frecuencia-tension. Este conversor es util cuando el microcontrolador no
dispone de los suficientes puertos de entrada-salida: una sola patilla es suficiente para
generar una sefal cuadrada de frecuencia programable que, por un proceso de
integracion analdgica, se convierte en una tension a la salida del conversor D/A (en un
integrador la amplitud de la tensiéon de salida es inversamente proporcional a la
frecuencia). Los conversores delta-sigma (apartado 4.14) también ofrecen la ventaja de
necesitar solo una patilla.

4.4. Muestreo de senales analdgicas

El muestreo de sefiales analdgicas es una operacion basica en la cadena de procesado
digital de sefiales y puede introducirse independiente del tipo de manipulacion posterior
que se quiera efectuar con las muestras adquiridas. Por ello, de momento nuestro
estudio se va a centrar en el muestreo de una sefial, y en el de su reconstruccion,
suponiendo que el procesador que hay entre el bloque de adquisicién (A/D) y el de
extraccién (D/A) no efectia ninguna funcién. O, dicho de otra forma, el procesador se
limita a "leer" la salida del conversor A/D, para inmediatamente "escribirla" a la entrada
del conversor D/A.

Segun la forma en que se efectie el muestreo de una sefial analdgica, éste puede ser
ideal, natural o real.

4.4.1. Muestreo ideal de senales analégicas

El muestreo ideal (tedrico) es aquel en que las muestras se adquieren en tiempo cero
(la funcion muestreadora es un tren de deltas de Dirac, también denominado "funcién
peine", en lenguaje de argot) y, si se pudiera generar fisicamente este tren de deltas,
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su esquema seria el de la figura 4.10. El transistor BJT sélo indica la necesidad de un
interruptor que vaya dejando pasar las muestras a la salida, y también podria optarse
porun FET, MOS, relé REED, o cualquier otro dispositivo que actuara como conmutador
(no todos ellos serian igualmente validos, en funcion de sus no idealidades: resistencia
en conduccién y en aislamiento, transitorios de conmutacion, etc.)

sefial muestreada

/\/\/\
\ £ v (0=x (0 ‘ "
/\/\/\
>t

+
v; (H)=x(t) +
Vc(t)=p(t)
| )
> t

Fig. 4.10. Muestreador ideal. La sefial p(t) es un tren de deltas de Dirac

Para obtener la sefal muestreada de x(t), basta con multiplicarla por un tren de deltas,
separadas un periodo de tiempo T, que es el periodo de muestreo.

x(t)

20 — %Tﬁ TTTA
RRRNNNANARNAY

T 2T

Fig. 4.11. Muestreo ideal de una sefial analégica

De forma analitica, se tiene:

pl) - X B(t-nT) - x( - X0 p(t) - () X 3(t-nT)
e . e (4.1)
x(t) = ¥ x(nT) 8(t-nT)

n=-c

Para evaluar el comportamiento frecuencial de la sefial muestreada, se aplica la
propiedad de convolucion de la transformada de Fourier de senales de tiempo continuo:

x(t) = x(t) p(t) - X(w) = X(w) = P(w) ] (4.2)

1
21'r[
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Como p(t) es una sefal periddica (con el periodo de la frecuencia de muestreo), puede
desarrollarse mediante una serie compleja de Fourier. Calculando los coeficientes C
de la serie:

o , 2
pt) = Y ™, (wy= =) (4.3)
n=-co
T T
128 17 1 (4.4)
- = (t- It = [ S(t)dt = — :
Cn Tf Z ni) e Tf ® T
T T
2 2
se obtiene:
1 = jnwt
= = s 4.5
Pre @9
Asi, la transformada de Fourier de p(f) viene dada por:
lT (Z ey - _Z S(w-nw,) (4.6)
En el paso anterior se ha utilizado la relacion:
e’ f1 It = F (1) o, = 2T(W-nW,) 4.7)

donde se ha aplicado la propiedad de simetria de la transformada de Fourier para
determinar el valor de F(1):

f(t) - F(w) - o(t) - 1 = F(w)

(4.8)
F(t) - 2mf(-w) - F(t) = - 2md(-w) = 21d(w)

Finalmente, se obtiene el espectro de la sefal muestreada:

X (w) - 21”[ W)*—E S(w-nw,)] - _Z; X(w-nw,) (4.9)

Se puede observar que el espectro de la sefial muestreada no es mas que la repeticion
del espectro de la sefial original, en las frecuencias que son multiplos enteros de la
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frecuencia de muestreo (figura 4.12). A estos espectros que se van repitiendo en
frecuencias multiplos se les denomina alias' del espectro de la sefial original.

/\X(w)
A Espectro en banda base
-2mB | 2mB > w
- Wa Wa
/\Xs(w)
/“\ﬁn\
2 W, “Ws  -Wo | Wm W 2W, w

Fig. 4.12. Espectro de la sefial muestreada X (w)

El espectro de la sefial muestreada también puede interpretarse graficamente sobre un
eje circular de frecuencias. El aspecto repetitivo de la informacion (alias) en el dominio
frecuencial puede ilustrarse sobre un cilindro (figura 4.12 bis), en el que, por cada
vuelta, se recorre una frecuencia w = w,.

A Xs(W)
M
2 W, W, Wi b W Ws 2w, w
S T aw
4
" A

L W

Fig. 4.12 bis. Espectro de la sefial muestreada X (w): interpretacion circular

Del espectro anterior se puede ver que es suficiente un filtro paso bajo con amplificacion
T para recuperar la sefal original.

En el lenguaje cotidiano, un alias es un nombre alternativo de la misma persona; en este caso, un
alias es otra localizacion en frecuencias del espectro en banda base.
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/\XS(W)
S e e,
D S—
2W

Fig. 4.13. Recuperacioén de X(w) por filtrado paso bajo de X (w)

Cuanto menor sea la frecuencia de muestreo, mas juntos se encuentran los espectros
y mayor pendiente (idealidad) ha de tener el filtro para poder discriminarlos. El caso
limite (w,= 2 w,,) es el de aquella frecuencia para la cual los espectros se tocan, pero
sin llegar a superponerse:

/\ Xs (W)

-2 WS - Ws 'Wm | Wm VVS 2WS w

Fig. 4.14. Filtrado ideal para la recuperacion de una sefial muestreada al
limite de la condicion de Nyquist

Para valores de frecuencia de muestreo (w,) menores que los anteriores se produce el
solapamiento (aliasing) de los espectros, lo que produce una distorsion cuando se
quiere recuperar la sefal:

/\ Xs (W)

T
AT

/\/X\fxv‘\ 7\

2W, We-Wn | M Ws 2w

distorsion de corte (cut)

distorsion de cruce (cross)

Fig. 4.15. Solapamiento de espectros: distorsiones de cruce y de corte

Por lo tanto, para que no se produzca aliasing se debe cumplir la condicion de Nyquist:?
la frecuencia de muestreo ha de ser mayor o igual que dos veces el espectro maximo
de la senal a muestrear.

fo>2f1F . =1y (4.10)

(fy : frecuencia de Nyquist)

El teorema de muestreo de la ecuacion (4.10) fue postulado por Nyquist en 1928 y demostrado
matematicamente por Shannon en 1949. Por esto, en algunos textos se presenta como el feorema
de muestreo de Shannon.
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Es importante notar que un muestreo efectuado exactamente a la frecuencia de Nyquist
conlleva el uso de filtros ideales (con una pendiente infinita entre la banda de paso y la
de transicién, y no realizables de forma analdgica) para poder recuperar la sefal
original. Por ello, un criterio practico de muestreo es hacerlo a frecuencias superiores
a las de Nyquist (oversampling).

Si la senal a muestrear no es de banda limitada (ocupa un amplio espectro de
frecuencias), o bien, siendo de banda limitada, la tecnologia no permite trabajar con
tiempos de muestreo capaces de respetar la condicion de Nyquist, ha de recurrirse a su
filtrado paso-bajo antes del muestreo. El objetivo de este filtrado es reducir su ancho de
banda original (con la consiguiente pérdida de informacion) de forma que, a pesar de
las limitaciones tecnolégicas, se pueda evitar el fendbmeno del aliasing. De ahi que estos
filtros se denominen filtros antialiasing.

Paradéjicamente, es preferible la pérdida de informacién que pueden producir los filtros
antialiasing que permitir que se produzca el solapamiento. Asi, por ejemplo, si se desea
muestrear una sefial cuyo ancho de banda llega hasta los 100 kHz, pero la maxima
frecuencia de muestreo permisible es de 180 kHz, la banda de frecuencias superior a
los 80 kHz ya estaria solapada por el primer alias, con lo que solo seria util la
informacion entre 0 y 80 kHz. Puede comprobarse facilmente que, con un filtro
antialiasing que corte la sefnal a 90 kHz, pueden recuperarse (con filtros ideales) hasta
los 90 kHz.

Muestreo de sinusoides:
Si la senoide x(t) = A cos(2Tf,t), con transformada de Fourier:
X(w) = AT (d(w-w,) + d(w+w,)),

/\\X(w)\
AT

A'I'IT T
-W, [ > w

W

Fig. 4.16. Espectro del médulo de x(t) = A cos (2 T f, t)

se muestrea a una frecuencia w, > 2w,,

AN
TRTAVRVRIATAY

~

Fig. 4.17. Muestreo de una sinusoide
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se obtiene la secuencia:

x(?)

Fig. 4.18. Senal muestreada

que, representada en el dominio frecuencial, resulta:

/\XS(W)
ATT
A A T_T T A A
1 ]
-w - W, w, W W W W W > w

Fig. 4.19. Espectro de la sefial muestreada

Muestreando a una frecuencia mayor que dos veces la frecuencia de pulsacion de la
senoide (condicion de Nyquist), ésta podra ser recuperada con un filtro paso bajo.

Si, por el contrario, se muestrea a una frecuencia w, < 2w, la secuencia de las muestras
reproduce una senoide de menor frecuencia.

A

Fig. 4.20. Senal muestreada sin cumplir la condicién de Nyquist

En el dominio espectral se puede comprobar la aparicién de una senoide a frecuencia
w, - W, inexistente en la sefal original:
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N\
A T A | A T A
. ! >
-w, W, | /‘\ W, w, w
WS - WO

Fig. 4.21. Espectro de la sefial muestreada de la figura 4.20

Si se intenta recuperar la senoide con un filtro paso bajo con frecuencia de corte w, tal
que w,-w,< w, < w,, se recupera la senoide de menor frecuencia en lugar de la senoide
original de frecuencia w,,.

Efectos similares se producen en situaciones cotidianas debidas a un muestreo
incorrecto. Tal es el caso de algunos muestreos de imagenes, como las ruedas de las
diligencias en las peliculas del oeste norteamericano, en que debido a la baja velocidad
de captacion de los fotogramas respecto a la velocidad de giro de sus radios, éstos
aparentan rodar en sentido inverso. Otras veces se utiliza el muestreo a frecuencias
inferiores a la de Nyquist en sentido positivo: tal es el caso del efecto estroboscopico
usado para ajustar el punto de explosion en motores de automovil: si se toma
exactamente una muestra (destello de una luz) por cada revolucién de un disco (una
muestra por ciclo de rotacién), éste aparenta estar quieto (frecuencia cero).

4.4.2. Muestreo natural (chopper)

El muestreo natural, que en comunicaciones moduladas en amplitud (AM) da lugar al
modulador chopper, es una adecuacion practica del ideal considerando que lo "natural”
es que la funcién muestreadora sea un tren de pulsos de duracion finita (y no funciones
delta de Dirac). Su esquema funcional es el de la figura 4.22.

NX(®)

{0

AP >n,ﬂﬂﬂ H%
nnonnnn,

“—>
T

Fig. 4.22. Muestreador natural (chopper)

Se puede interpretar a la salida como pequefas ventanas en el tiempo, de duracién T,
durante las cuales la sefial a muestrear v(t) atraviesa el muestreador.
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sefial muestreada

M ]
+
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vi(t)
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+
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Fig. 4.23. Muestreo natural de una senal analégica

Operativamente, el circuito de la figura 4.22 equivale a multiplicar x(f) por un tren de
pulsos p().

Como la senal muestreadora p(f) es un tren de pulsos de duracién T separados un
tiempo T (periodo de muestreo), puede representarse, al ser periddica y real, como una
serie de Fourier:

p(t) = C, + i C, cos(nw.t) (4.11)

n=1

donde el valor de los coeficientes C,depende de la relacién entre Ty 1. Con ello la sefial
muestreada es:

©

x(t) = x(t)p(t) = C,x(t)+ ¥ C, x(t) cos(nwt) (4.12)

n=1

La relacion entre X(w) y X (w), transformadas de x(t) y x,(), respectivamente, viene dada
por:

F(x,(t)) = X,(w) = C, X(w) + i C,F(x(t)cos(nwt)) (4.13)

n=1

El término F[x(tf) cos(nwt)] corresponde a una modulacién en AM de la sefial x().

1 *© (ejnwst ‘e —jnwst) ]
F[x(t) cos(nwt)] = P [ X(w) * f 5 e " df] =

L (4.14)
I Xw) + m(Bw-nw,) + S(w+nw,))] - % X(w-nw,) + X(w+nw,)]
T

Su transformada de Fourier es:
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©

1

X(w) = C, X(w) + Y 5 C, X(w-nw,) (4.15)
o
Con ello, el espectro de la sefial muestreada es:
X(w)
fl\ w
Xy(w)
C, & CO 31 c,
- / \ ‘ w
- 2w -Ww w éW

Fig. 4.24. Espectro de la sefial muestreada

A diferencia del muestreo ideal, los alias quedan afectados en amplitud por el valor de
los coeficientes C,, que tienden a ir disminuyendo a medida que aumenta la frecuencia.
Noétese que, si T - 0 (figura 4.23), el muestreo natural tiende a ser el ideal, donde
C,=C,J/2=C)J2=..=CJ2=1]T.

La modulacion en AM se logra filtrando alguno de los alias mediante un filtro paso
banda. Si éste fuera ideal, de amplificacion unitaria, la salida del filiro centrado en el
alias i-ésimo seria:

(1/2) C; X(w-iwy) + X(w+iw )],
con transformada inversa: C; x(t) cos(i w.t).

Es decir, la salida del filtro es una sefial modulada en amplitud, con una senal
moduladora C; x(f) y una portadora a frecuencia iw.

4.4.3. Muestreo real (con ZOH)

En realidad, el muestreo real no es un nuevo tipo de muestreo, sino que puede
entenderse como un caso particular del muestreo ideal cuando a la salida del
muestreador hay un conversor D/A. Es decir, el muestreo real se produce cuando hay
un operador capaz de mantener constante el valor de cada muestra de salida hasta que,
en el siguiente instante de muestreo, aparezca un nuevo valor. Quizas seria mas
correcto hablar de reconstruccion mediante el conversor D/A que de otro tipo de
muestreo.
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—> AD uP D/A

/ w
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Fig. 4.25. Conversion A/D y D/A: muestreo real

El analisis de este método puede dividirse en dos partes: una de muestreo ideal y la otra
de retencion de la muestra durante un cierto tiempo T (periodo de muestreo). Este
efecto de la retencién se puede interpretar como el resultado de aplicar x,(f) (salida de
un muestreador ideal) a un sistema, cuya respuesta a un impulso unitario es un pulso
de duracién T.

x(t) Xm(t) Aho(t) xt)
— ————p 1 >

p(t)

Fig. 4.26. Modelo del muestreador real

En la figura 4.26 la senal x,(t) es la salida del muestreador ideal, y x,(f) es la senal
obtenida después de mantener constante, durante T segundos, cada una de las
muestras de x,,(f). El bloque con respuesta impulsional h(t), que efectua la operacién
de mantenimiento, es un operador de retencién (mantenimiento) de orden cero (zero
order hold, ZOH). La salida x(f) puede calcularse, ya que se trata de un sistema lineal,
como una convolucion: xy(f) = x,,(t) - h,(f). Dado que cada muestra de x,,(f) es una delta
con su correspondiente factor de escalado, es inmediato comprobar que la convolucién
de estas deltas con h(t) es un pulso de T segundos y de amplitud igual a la altura de
la muestra.

En el dominio temporal, el operador de retencién se puede modelar como una resta de
dos funciones escaldn decaladas en el tiempo: h(t) = u(t) - u(t-T)

/\u(t) AU(t-T) A ho (t) = u(t) - u(t-T)

T T t

Fig. 4.27. Generacién de h(t) como la diferencia de dos escalones unitarios
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De este modo, es facil obtener la funcidon de transferencia del ZOH en el dominio
transformado de Laplace:

ho (t) = u(t) ~u(t-T) ~ Hy(s) = — - - (4.16)

1
S S S

En cuanto al dominio frecuencial, se puede obtener H(jw) haciendo simplemente la
transformacion de régimen permanente senoidal s — jw, o bien calculando directamente
la transformada de Fourier de h,(t). De este modo, se tiene:

1 (q_1-e M

o T
W)= [ e Mat= [0 ot —e M -T2,
o 0

WI - 'wI

w T

iw—L 2 2 —_jwL —jw—
e 7(6 ~© )-e’ W gsen(wT) e Tisen(me) e W2Tsmc(—) (4.17)
jw w 2 wT/2 2T

cuyo médulo es el de una funcion® sinc con amplificacion Ten w = 0.

La sefial que resulta del muestreo viene dada por:
x () =x,(t) = h(t) = [Z x(nT)d(t-nT)] = h(t)=Y_ x(nT)h (t-nT) (4.18)

y, en el dominio frecuencial:

©

X{(w) = F (h,()) F(x,(t)) = H,(W) %_ > X(w-nw)=

—o0

Rk WT

=e 2 Tsmc(2 — Y Xw-nw) -e
N=-o

T .
smc(2— Z X(w-nw,) (4.19)

El espectro es el representado en la figura 4.28.

Notese que la amplificacion por el factor T en w = 0, debido a H,(w), compensa la
atenuacion 1/T que se habia producido en el muestreo, con lo que la senal recuperada
X,(t) tiene el mismo valor en continua (w = 0) que la sefial original x(t).

: sinc(x)= (sen TTx)/TTx. Aplicando la regla de I'Hopital, puede verse que sinc(0)=1. La funcién sinc se
anula para los valores x = +1, £2,...
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A Xw)]
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Fig. 4.28. Espectro de las sefiales X(w), X, (w) y X (w)

El espectro de x,,(tf) queda modificado por una funcion sinc y, en particular, también el
I6bulo en banda base, que es el que se considera para la recuperacion de la senal
original X(w) con un filiro paso-bajo. Esta modificaciéon es tanto mas pequefa cuanto
menor sea el periodo de muestreo T (se suaviza el I6bulo principal de la funcién sinc).

Esta distorsion que introduce el ZOH (funcién sinc) se denomina distorsion de apertura.
Cuando su efecto en banda base (-w,,,+w,,) es apreciable, hay que ecualizarla mediante
filtros posteriores al ZOH que compensen sus efectos en la zona de interés. Si no, se
produciria, por efecto de la funcién sinc, una atenuacion de la banda de frecuencias mas
altas dentro del espectro en banda base (las cercanas a w,,.)

La forma exacta de ecualizar la distorsion de apertura es poner un filtro en cascada con
el conversor D/A que implemente el inverso de la funcion sinc de la ecuacion (4.17).
Dada la complejidad de este filtro, su realizacion hay que hacerla mediante filtrado
digital en el procesador, sacando la salida de este procesado hacia el conversor D/A
(conexidon en cascada del filtro digital con el conversor).

Una alternativa, menos exacta pero que permite una realizacién analdgica, es el uso de
filtros paso-bajo con un reducido coeficiente de amortiguamiento (es decir, con
resonancia), conectados a continuacién del conversor D/A (figura 4.29).



4 Muestreo y cuantificacion 89

\\\\\
W "

m Wm
"""""""" FILTRO PASO BAJO (ECUALIZADOR)

DISTORSION DE APERTURA

Fig. 4.29. Ecualizacion de la distorsion de apertura

4.5. Reconstruccion de la senal muestreada

4.5.1. Filtrado ideal

Como ya se ha visto en el apartado 4.4.1, si no hay aliasing la recuperacién de la senal
se podria hacer mediante un filtro paso-bajo ideal con amplificacion T:

Xs(w)
T ] A/T H(w)
2Wg -Wg Ws 2 W w
X, (w) = X(w)
A
/T
wo T w,

Fig. 4.30. Reconstruccion de la sefial por filtrado paso-bajo ideal

En el dominio frecuencial, esta operacion equivale a multiplicar el espectro de la sefal
muestreada por un pulso (filtro ideal) de amplitud T y duracion 2w,, con frecuencia de
corte w, = w,,. Asi pues, la funcidon de transferencia de este filtro ideal es H(w) =
T-II(w/2w,), siendo II la funcién pulso:

X (w) = X (W)H(w) - 1TZ X(w-nw,) T (=) (4.20)

C

En el dominio temporal, la sefal recuperada viene dada por:

© ©

x(t) = x(t) *h(ty = ¥ x(nT)S(t-nT) « h(t) = 3 x(nT)h(t-nT) 4.21)

n=-o n=-o
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Para determinar la respuesta impulsional h(t) del filtro ideal, basta con recordar que la
transformada inversa de una funcién pulso es una funcién sinc:

t
Hw) = TIICY) ~ h(l) - T%smc(w—;) (4.22)

con lo que se obtiene la formula de interpolacion de Nyquist-Shannon:
d w w (t-n
x(t) = Y x(nT)T—= sinc(M) (4.23)
m m

n=-c

es decir, la senal x,(t) puede interpretarse como la suma de infinitas funciones sinc
(figura 4.31).

n=0 | sefial reconstruida
Xr(t
............... n=1 /\ r( ) : v \‘
_______ ne2 Vi \\
——-— n=3 \ ‘\
..... S A\
.......... /\ : —— 2 - - . \\/\’ - . >
AR N~ — - — AN . - N~———7\ "0
\_/\ ...... ~/v ~. - L7 t
-3T -2T -T 0 T 2T 3T 4T

Fig. 4.31. Reconstruccién de x,(t) como suma de funciones sinc decaladas

Nétese que la ecuacion anterior (4.23) no es causal, ya que hace falta esperar a tener
todas las muestras de x,(f) para empezar a calcularla. Sin embargo, si el numero total
de muestras es finito y la potencia de calculo suficiente, puede calcularse la expresiéon
exacta de x/(f) en un tiempo pequefio. Con ello, puede darse al usuario de ciertas
aplicaciones una sensacion de operacién en tiempo real. Por ejemplo, piénsese en una
camara digital de video que mejorara la resolucién de la imagen interpolando los pixels
captados mediante la ecuacion anterior; un retardo del orden de pocos de milisegundos
no seria apreciable por el operador de la camara.

En ciertos casos, esta ecuacion es una alternativa al uso de conversores A/D mas
rapidos, lo que reduce el coste del hardware al casi despreciable precio de aumentar el
software con la programacion de la ecuacion anterior de reconstruccion (obviamente,
no podremos bajar la velocidad de adquisicion por debajo de la condicion de Nyquist,
lo que es es prerrequisito para la reconstruccion). El resultado es similar: disponer de
mas muestras de la sefial de entrada, simulando un muestreo con una w, mayor que la
real, lo que separa mas los alias del espectro y - como se vera a continuacion- permite
el uso de filtros reconstructores menos electivos (y, por tanto, mas baratos) para la
recuperacion analdgica de la sefial. Piénsese como ejemplo en un CD de mdusica. La
grabacion (y por tanto la aplicacién de la ecuacién de reconstruccion) es cosa de la
compafiia musical, mientras que la reproduccion se efectia en los equipos de usuario,
mas baratos si se relajan las especificaciones de los filtros reconstructores.
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4.5.2. Filtrado practico (cuando w, > 2w,))

Los filtros ideales, caracterizados por tener una amplificaciéon constante en la banda de
paso y una pendiente infinita entre la banda de paso y la banda atenuada, no presentan
una respuesta impulsional causal (como se ha visto en el apartado anterior, su h(t) es
una funcion sinc, definida desde t = -, por lo que la respuesta se anticipa a la excitacion
centrada en t = 0). Por ello, no pueden utilizarse en la practica si se desea recuperar la
sefal analégica en tiempo real.

Los filtros analdgicos realizables presentan siempre una pendiente finita y, por tanto,
una amplificacion no constante dentro de la banda. Para recuperar la sefial muestreada,
se utilizara un filtro paso bajo cuya pendiente se elegira en funcion de la frecuencia de
muestreo w.,.

X

- Ws W, Tow,, Ws
Fig. 4.32. Filtrado no ideal
La condicion indispensable para poder aplicar filtros reales es que w, > 2w,,. Asi, cuanto

mayor sea w, con respecto a w,,, mayor sera la banda de guarda y, por tanto, menor
podra ser la pendiente del filtro, lo que facilitara y abaratara su disefio.

4.5.3. Aprovechando el ZOH de salida (conversor D/A)

Cualquier sistema digital con un conversor D/A de los mas habituales (resistencias
ponderadas o R-2R) actua como un ZOH.

Anteriormente se habia visto que el espectro del operador de retencion de orden cero
(ZOH) en un muestreador real venia dado por:

1 _efjWT ~ j_jefij

Hy(w) - = (1) ~jeos(wT) + sen(wT)) -
jw -w w
| (4.24)
- 28enWT) , J (cos(wT)-1)
w w
Desarrollando su modulo se obtiene:
|H (w)] = % \ sen?2(wT) +cos?(wT) -2cos(wT) +1 = |£ V1 -cos(wT) (4.25)
w w

En la figura 4.33 puede comprobarse que el ZOH produce un efecto dominante de
filtrado paso-bajo, si bien las altas frecuencias, aunque atenuadas por los I6bulos
secundarios, también aparecen a la salida del reconstructor (figura 4.34).



92 Procesado digital de sefales. Fundamentos

~~~~~ Filtro ideal
.......... : — |Ho(w)| del ZOH

il in ow
T T
Fig. 4.33. Efecto de filtrado del ZOH (conversor D/A)
x(t)
y de las frecuencias altas
e e LB e B B t
0O T 2T 3T

Fig. 4.34. Forma temporal de la salida del conversor D/A (linea gruesa)

Si bien el ZOH es un reconstructor peor que un filtro paso bajo disefiado para reconstruir
la sefal, su calidad es valida en gran cantidad de aplicaciones. Si no es asi, siempre
puede anadirse un filtro paso bajo a la salida del ZOH (conversor D/A) para mejorar la
forma de la senal reconstruida.

Enlafigura 4.35 puede apreciarse la reconstruccion de una sefal triangular con un ZOH
para diversos valores del periodo de muestreo T,.

10 , , , ,
- I
o P
V : V :
7% R SR A o TR ol
o o '
0 d L : L :
0 1 2 3 4 5 =4
____0,s
0,25s
I-.I-O’SS

Fig. 4.35. Reconstruccion con un ZOH para diversos valores de Ts

Si a la salida del ZOH se anade un filtro paso bajo, los resultados anteriores quedan
mejorados al eliminarse las altas frecuencias. En la figura 4.36 puede verse el efecto de
filtros de primer orden (20 dB/década) y de segundo orden (40 dB/década) sobre la
sefial triangular muestreada a 0,1 segundos.
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10 T T T T — - -
: : ; ; Ts=0,1s

fc=3Hz

20 dB/dec

seq.

Ts=0,1s
fc=3Hz

40 dB/dec

0 1 2 3 4 5 S
Fig. 4.36. Filtrado paso bajo de la salida del ZOH. Filtros de primer y segundo orden

También puede apreciarse la influencia del periodo de muestreo sobre el orden del filtro
necesario al comparar la salida de un filtro de segundo orden para la sefial muestreada
a 0,1 s. (figura 4.36) y la muestreada a 0,25 s. (figura 4.37)

10 : : : :
| | ' | T.=0,25
5 fc=3Hz
40 dB/dec
0 . : . :
0 1 2 3 4 5 seg.

Fig. 4.37. Reconstruccion de la sefial anterior con el mismo filtro de segundo orden,
pero modificando Ts

Este compromiso entre la pendiente del filtro paso bajo y el periodo de muestreo puede
resolverse por ambos lados, segun cual sea la solucién mas econémica. En caso de no
poder optar por filtros de mayor pendiente (coste, superficie en el circuito impreso,...) y
de no poder recurrir a muestreadores mas rapidos, queda una solucion muy utilizada en
equipos de audio digital y ya presentada en el apartado 4.5.1: el sobremuestreo
(oversampling). Como se ha visto, el sobremuestreo consiste en adquirir las muestras
a una cierta cadencia T, para después, utilizando la formula de interpolacion,

() - Y s TYe sing(Me =T, (4.26)
o T 1Ll

inferir el valor de muestras en instantes de tiempo en que no se ha efectuado un
muestreo fisico. Asi se simula el efecto de haber muestreado mas rapido, separandose
mas los espectros (alias), y el filtro reconstructor a la salida no tiene que ser tan
selectivo en frecuencia. Aunque ya se ha dicho que la ecuacién (4.26) no puede
aplicarse en tiempo real, pues conlleva operaciones no causales: habra que esperar la
llegada de muestras futuras, almacenarlas en la memoria y posteriormente aplicar la
ecuacion.
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4.5.4. Cambiando el ZOH por un operador de orden 1
(First Order Hold, FOH)

Si, en vez de mantener la muestra x(nT) hasta el instante de muestreo siguiente (n+1)T,
se aproxima el tramo entre nTy (n+1)T por una recta, se tiene el operador de orden uno.
Esta operacion puede efectuarse de dos formas: con y sin retardo.

Si la pendiente de la recta se obtiene extrapolando la pendiente del tramo (n-1)T a nT
al tramo siguiente, que va de nT a (n+1)T, de la forma:

() = x(nT) + X(nT) —);_[(n—1)7] (t-nT), nT<t<(n+NT (4.27)

Se esta trabajando con un operador hold de orden uno sin retardo (figura 4.38)

0

I
0 T 21 3T

> t

Fig. 4.38. Forma temporal de un reconstructor de orden uno sin retardo

Si, por el contrario, se espera T segundos en calcular el valor de la pendiente de la
recta, de forma que el sistema de recuperacion espere hasta el instante nT para
interpolar el intervalo anterior que va de (n-1)T a nT, se conseguira una reconstruccién
mas precisa, aunque al precio de un retardo en la extraccion de la sefial (figura 4.39).

x(t)

Fig. 4.39. Forma temporal de un reconstructor de orden uno con retardo

El operador de primer orden con retardo puede modelarse como indica la figura 4.40,
donde x,(t) es la senal reconstruida. Como puede observarse, la respuesta impulsional
del FOH, h,(f), se adelanta T segundos; de ahi que sea necesario un retardo para su
implementacion.
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x(®) 1/\"1(’) X ()
Aﬁ >

p(t)

Fig. 4.40. Reconstructor de orden uno con retardo

En la figura 4.41 puede verse el filtrado que presentan los operadores hold de orden
cero y de orden uno, comparados con el filtro paso bajo ideal.

N —— ZOH

— —- FOH con retardo
FOH sin retardo

4m 2m W ws 2w 4m W
T 2 2 T T

Fig. 4.41. Efecto frecuencial de los operadores de mantenimiento (hold)

4.6. Efectos del muestreo en sistemas de lazo abierto y
de lazo cerrado

El efecto del muestreo es diferente en sistemas de lazo abierto (habituales en
aplicaciones de comunicaciones) que en sistemas de lazo cerrado (habituales en
aplicaciones de control). Ello es debido a la propia dinamica del operador de
mantenimiento (ZOH), cuya funcion de transferencia es, como se ha visto en la ecuacion
(4.16) del apartado 4.4.3:

En sistemas en lazo abierto (sin realimentacion), su efecto es la distorsion de apertura,
facilmente ecualizable.

En el caso de sistemas realimentados, hay que considerar la dinamica del ZOH como
un elemento mas del lazo. Como ejemplo, partimos de la figura 4.42 (a) en que puede
verse el esquema general de un sistema realimentado en tiempo continuo.
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R(s) + C(s)
O E6 G (s)
H(s) < (a)
R C
LfQE(S) | G(s) | Gpls) /(S)
H(s) -
(b)

Fig. 4.42. Esquema general de un sistema de control realimentado

Su funcién de transferencia, T(s) = C(s) / R(s), viene dada por:

E(s) = R(s) - C(s) H(s)
C(s) = E(s) G(s)

G(s)
1 + G(s) H(s)

(4.28)
T(s) =

En el caso de un sistema de control de una planta (sistema a controlar) G,(s) con un
controlador G(s) en la cadena directa, tal como se indica en la figura 4.42 (b), la funcién
de transferencia es:

G(s) G,(5)
1+ G(s) G,(s) H(s)

T(s) = (4.29)

Como ejemplo, supdnganse las funciones:

G, (s) - L

s (s+2) (s+10)
G,(s) = 50

H(s) =1

con lo que la funcién de transferencia global seria:

50
s +12s%2 +20s + 50

I(s) =
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Siahora se considera que el controlador G, se implementa digitalmente, segun se indica
en la figura 4.43, donde el interruptor indica la adquisicion de una muestra cada T

segundos:
R(s) + o-Ts C(s)
G T Gps)
T S
B ZOH
H (s) S —

Fig. 4.43. Esquema elemental de control digital

la nueva funcién de transferencia sera:

50 T
—(1-e'°
= )

T(s) =
s* + 12s% + 2082 + (1-e %) 5—;)

El término 50/T procede del modelado del factor de amplitud 1/T debido al proceso de
muestreo.

Haciendo el desarrollo en serie del término e’ para pequefios valores de T, se tiene que
e =1+ Ts,ysuinverso es e’ = 1 /(1+Ts). Sustituyendo esta aproximacion del
retardo en la funcion de transferencia anterior, se obtiene:

50
(s3 +12s2 +20s) (1+Ts) + 50

I(s) =

Como puede comprobarse, para valores muy pequefos de T (T ~ 0) se obtiene la
funcién de transferencia del sistema analdgico. Sin embargo, a medida que crece el
valor de T, aun cumpliendo el criterio de Nyquist, la dinamica del sistema en lazo
cerrado queda modificada por efecto del operador hold (ZOH).

En la figura 4.44 puede apreciarse el cambio de dinamica del sistema del ejemplo
anterior al implementarse la amplificacion de 50 de forma digital.
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'
N ' ' |

v
'

v

Time(secs)

— Control analagico
Muestrador en el lazo de control . Tg=0,3

Fig. 4.44. Modificacién de la respuesta al escalon al digitalizar el controlador

4.7. Seleccion practica de la frecuencia de muestreo

El criterio de muestreo de Nyquist obliga a seleccionar una frecuencia de muestreo igual
o superior al doble de la frecuencia maxima a muestrear. Ya se ha visto que, si se
muestrea exactamente a frecuencia doble, sélo es posible reconstruir la sefal
muestreada con filtros ideales, por lo que un criterio practico es trabajar con frecuencias
de muestreo que, al menos, sean unas 5 o 10 veces superiores a la maxima frecuencia
de entrada. Sin embargo, este criterio es totalmente empirico y cada cual lo aplica segun
su experiencia. Sila tecnologiay el presupuesto lo permiten, parece plausible muestrear
lo mas rapidamente posible. Sin embargo, abusar de ello, como se vera mas adelante,
puede ser peligroso en sistemas ruidosos.

En sistemas de lazo abierto, un diagnéstico para elegir la frecuencia de muestro es el
que se basa en el concepto de fidelidad de respuesta introducido por U. Peled (1978).
Este concepto tiene su origen en la relacion r entre la amplitud del arménico secundario
de mayor amplitud a la salida del conversor D/A y la del primer arménico de la sefial de
entrada al muestreador. Asi, se define la fidelidad f, como:

1
f =
T (4.30)

Si se hace el experimento de conectar en cascada el conversor A/D con el conversor
D/A, y se pone a la entrada una sefnal senoidal de frecuencia w, la funcion f. toma la
forma de la gréfica siguiente al ir variando la frecuencia de muestreo w;:



4 Muestreo y cuantificacion 99
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Fig. 4.45. Variacion de f, en funcién de la frecuencia de muestreo

En un sistema de control en lazo cerrado, el problema de la seleccion de la frecuencia
de muestreo se aborda de un modo algo distinto. Volviendo a la figura 4.43, cabria la
posibilidad de elegir la frecuencia de muestreo segun la maxima frecuencia del sistema
a controlar G,(s) -denominado “planta” en el argot de control de procesos. Sin embargo,
el objetivo de cerrar el lazo (realimentar) es modificar el comportamiento de todo el
sistema, de modo que su ancho de banda sera diferente al de la planta aislada. Por ello,
la frecuencia de muestreo se elige a partir de la maxima frecuencia de T(s), la funcién
de transferencia total del sistema en lazo cerrado.

Sin embargo, no puede obviarse totalmente a G,(s) en la seleccion del muestreo si su
ancho de banda es mayor que el de T(s). Supdéngase que un ruido de origen externo
entra en un punto entre el ZOH y G,(s) -figura 4.43. En este caso, el ruido puede
provocar términos a la salida de G,(s) no muestreables a la frecuencia de muestreo
seleccionada, y aparecer en la salida C(s) -que es de tiempo continuo porque lo es
G,(s)- dinamicas imprevistas entre los instantes de muestreo.

Por otro lado, tampoco es aconsejable sobredimensionar la frecuencia de muestreo,
especialmente si alguno de los bloques efectia operaciones de derivada.

Tal como se ha introducido en el ejemplo del apartado 2.4.1, una aproximacion del
operador derivativo consiste en restar la muestra x[n] “actual’ de la x[n-1] “anterior”
(adquirida T segundos antes), y dividir el resultado por el periodo de muestreo T. Si se
supone que la entrada a un bloque derivativo es constante (x[n] = x[n-1]), su derivada
debe ser cero. Pero si a esta entrada constante se le afnade un inevitable ruido,
entonces x[n] # x[n-1]. Como la diferencia entre x[n] y x[n-1] se divide por el periodo de
muestreo T para calcular la derivada, el efecto del ruido queda, paraddjicamente, tanto
mas magnificado cuanto menor sea el periodo de muestreo.
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En la figura 4.46 se muestra el error cuadratico medio que se obtiene, segun la
frecuencia de muestreo escogida, al disefiar un sistema como el de la figura 4.43 de
modo que la funcién de trasferencia global T(s) sea mas o menos selectiva en

frecuencia.

20log /T (jw)/
A

m= 20 (-20 dB/ dec)

m= 40 (-40 dB/ dec)
> w

)

error (%)

102

i1 1 1 111 1 | N N T I |

100 101 102 103

100

Fig. 4.46. Error de muestreo en funcion de la pendiente de la respuesta frecuencial

Por ultimo, existe otro criterio para elegir la frecuencia de muestreo, muy utilizado
cuando el objetivo del muestreo es la visualizacion de espectros mediante la
transformada discreta de Fourier (DFT), que se estudiara mas adelante. Consiste en
elegir una frecuencia de muestreo 2,56 veces mayor que la maxima frecuencia a
analizar con la DFT.

De momento no se profundizara mas sobre él, pues ya se revisara al tratar la DFT.
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4.8. Muestreo de seinales paso banda

4.8.1. Senales paso banda

Una sefial paso banda es la que responde a la expresion general de una sefal
modulada

X, (t) = A(t) cos(w,t + D (1)) (4.31)

donde A(f) es la amplitud (o la envolvente) de la sefial, w, es la frecuencia portadora y
@(t) es lafase. Es decir, corresponde a una sefial cuyo espectro esta centrado alrededor
de w, y tiene una ancho de banda condicionado por A(t) y ®(t). Nétese que esta sefial
modulada puede transportar informaciéon tanto en su amplitud como en su fase.
Desarrollando el coseno con férmulas trigonométricas elementales, se obtiene la
expresion:

X, (t) = A(t)cos®(t)cosw, t - A(t)send(t)senw,t =

(4.32)
= uy(t)cosw,t - u (t)senw,t

donde
uy(t) = A(t)cosd(t), us(t) = A(t) sen®d(t)
Como las dos componentes de x,(t) son dos sefiales senoidales de frecuencia w,, con

una diferencia de fase relativa de 90° (términos seno y coseno), pueden representarse
como dos fasores giratorios (figura 4.47):

Im
(sen)
ugt)
th “T "
u
} ;C Re
(cos)
th

Fig. 4.47. Representacion fasorial de las componentes en fase y en cuadratura

Las componentes u (t) y u,t), afectadas por los términos cos w,t y sen w(t, se
denominan componentes "en fase" (I) y "en cuadratura”" (Q), respectivamente®. Por

* En comunicaciones, a las componentes u (f) y uf) se les denomina i(f) y q(f).
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ualtimo, se define la envolvente compleja como:®
u(t) = u (t) + jug(t) (4.33)

Notese que si P(f) = 0, el término u(f) se anula, al igual que ocurre con u (t) si (£)=90°.
Es inmediato comprobar que:

x,(t) = Re[u(t)e’"'] (4.34)

Aplicando la relacion Re(x) = (x+x') / 2, donde " indica el complejo conjugado, se obtiene
la transformada de Fourier de x,(t) como:

Xy(w) = [ x,(t)e "t - %f[u(t)ejwct cut(t)ye et -

—o0

:—[f (t)e " d“fu (tye 1" ot (4.35)

%[U(W—Wc) + U (-w-w,)]

Es decir, puede representarse la sefial paso banda x,(f) por su equivalente paso bajo
u(t). Conviene notar que la senal u(t) es compleja, mientras que x,(f) es real. En la figura
4.48 se muestra el espectro de una sefial paso banda y su correspondiente equivalente
sefial paso bajo.

° En ocasiones, se introduce la transformada de Hilbert para llegar a la expresion de la envolvente
compleja. La transformada de Hilbert de una sefial x(f) se define como:

1 x(1)
S

y, si X(w) es la transformada de Fourier de x(t):
H,(w) = ~jsign(w)X(w)

siendo sign(w) una funcion que toma los valores: 1 para w > 0, 0 para w =0y -1 para w < 0. El efecto de
una transformacién de Hilbert es el de desfasar -90° todas las frecuencias positivas y 90° todas las
negativas. El dispositivo (ideal) que efectia estos desfases se denomina transformador de Hilbert.

Definiendo la preenvolvente (o parte analitica) de x,(f) como: u.(f) = x,(f) + jh(t), puede comprobarse,
mediante sencillas operaciones trigonométricas, que u(f) = u,(t). exp (-jw,t). Para ello, basta desarrollar la
exponencial con la férmula de Euler para notar que el efecto de desfasar 90° todas las frecuencias de x,(f)
es, simplemente, cambiar la funcion coseno por un seno.
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Fig. 4.48. Espectro de una sefial paso banda (X,(w)) y de su equivalente paso bajo (u(w))

4.8.2. Muestreo de senales paso banda

Si la sefial paso banda de la figura 4.48, que se denominara x,(t), es procesada tal como
indica el esquema de la figura 4.49, se obtienen las dos componentes u(t) y u(t). Por
ejemplo, después de multiplicar por la salida del oscilador, se obtiene:

x;(t) = A(t) cos(w,t + O(t)) - cosw,t =

— 2 - =
= A(t)cos®(t)cos“w,t - A(t)sen®d(t)senw,t cosw,t (4.36)

1 1 1
= u"(t)(E + EcosZWCz‘) - uy(t) > sen2w,t

y, después del filtro paso bajo que elimina las frecuencias 2w,, se obtiene u(t)/2. De
igual forma, se veria que por el otro camino de la figura 4.49 se obtiene u,(t)/2. Las dos
componentes en fase (I) y en cuadratura (Q) ocupan la zona de bajas frecuencias
comprendida entre w = -B 'y w = +B, con lo que podran muestrearse, al cumplirse la
condicion de Nyquist a frecuencia 2B. Notese que, si se hubiera querido muestrear
directamente la senal paso banda, el muestreo se habria tenido que efectuar a
frecuencia 2(w,+ B), tecnolégicamente muy costosa (si no imposible) en la mayoria de
aplicaciones de comunicaciones.
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X, (1) !
® i FILTRO - u C(t) (componente 1)
PASO BAJO
o
OSCILADOR .
X
ADC
Xb(t) cos wct >
DESFASADOR 2
DE 90° ADC |
(Hilbert)
sin wct A
FILTRO
pasosao | 1 ........
Xq ® — Ug(t)  (componente Q)

2

Fig. 4.49. Recuperacion de las dos componentes de una sefal paso banda para
Su posterior muestreo (conversiéon A/D)

Una vez procesadas las dos componentes, puede reconstruirse la sefial paso banda
mediante el esquema de la figura 4.50.

: 5

OSCILADOR .
\ o~
serial
CcOoS Wct N
DESFASADOR
paso -
DE 90° -

(Hilbert) hanaa

x2

Fig. 4.50. Generacién de una sefial paso banda

Notese que si O(t) = 0, entonces u (t) = A(f) y u (t) = 0. En este caso, la sefial pasa de
ser compleja a ser real.

A los esquemas de las figuras 4.49 y 4.50 se les denomina, respectivamente,
demoduladory modulador coherentes por la necesidad de sincronismo (igual frecuencia
y desfase nulo) entre la senoide generada localmente en el oscilador y la portadora de
la sefial de entrada.
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4.8.3. Muestreo a frecuencia intermedia. Extraccion digital de
las componentes I-Q

El esquema de la figura 4.49 permite usar conversores D/A con un minimo ancho de
banda, ya que éste es tedricamente el doble del de las sefales | y Q en banda base. Por
ello, es suficiente una frecuencia de muestreo de valor 2B. Sin embargo, puede que la
tecnologia (o el presupuesto) permita trabajar a velocidades algo mayores; en este caso,
puede implementarse el esquema de muestreo de la figura 4.49 de modo totalmente
digital si las sefiales son de banda estrecha. Este tipo de sefiales son un caso particular
y muy comun de sefiales paso banda (moduladas) cuyo ancho de banda es muy
pequeno en relacion con la frecuencia central (la de la portadora).

Elincremento de coste por el hecho de utilizar unos conversores A/D mas rapidos puede
compensarse con la realizacion totalmente digital del esquema de la figura 4.49, ya que
ello evitaria la implementacién con componentes analégicos del oscilador senoidal, del
desfasador, de los mezcladores (multiplicadores) y de los filtros.

Si se modifica la frecuencia del oscilador en el esquema de la figura 4.49, pueden
obtenerse unas salidas x(t) y x,(f) que estén situadas a una frecuencia comprendida

entre la banda base (caso del apartado anterior) y la de la portadora w,. Para ello,
supongase una frecuencia del oscilador menor que w,, a la que se denominara w,,

x;(t) = A(f) cos (w,t + O(t)) - cosw, t =

A(t)cos®(t)cosw,t cosw,, t - A(t)send(t)senw,t cosw, t =

= Ug(t) (% cos (W, - W, )t + %cos(wc wp)t) - (4.37)
1 1
- ug(t) (E sen(w, - wy, )t + > sen(w, + wy, )t )
X,(t) = A(t) cos(w,t + ®(t)) - senwy, t =
A(t)cos®(t)cosw, t senw, t - A(t)sen®d(t)senw,t senw,, t =
(4.38)

- u (t) (-% sen(w, - wo,)t + %sen(wC+WOL)t ) -

- u(t) (% cos (W, - W, )t - %COS(WC+WOL)t )

Siendo w, - w,, = w, la frecuencia donde se han desplazado los espectros (figura 4.51),
y el ancho de banda de los filtros paso bajo de la figura 4.49 debera ser de w; + B.
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Fig. 4.51. Desplazamiento a menores frecuencias de una sefial paso banda

Con ello, a la salida de los filtros paso bajo se obtendria:

x;(t) = = u,(t) cos w;t - — u(t) sen w;t (4.39)

1 1
2 2

Xg(t) = —% u,(t) sen w;t - %us(t) cos w;t (4.40)

Aparentemente, no se ha ganado nada. Se habria pasado de unos conversores A/D que
debian trabajar a una frecuencia de muestreo 2B a otros que deben trabajar a 2(w; + B).

Pero las ecuaciones 4.39 y 4.40 son en tiempo continuo. En el caso digital, puede
aprovecharse que el espectro de una sefial en banda base tiene una banda frecuencial
vacia entre las frecuencias 0 y w,- B, como puede verse en la figura 4.51a. Por ello, un
muestreo a una frecuencia w; inferior a la de Nyquist producira unos alias que no se
solaparan, al aparecer en la zona vacia (figura 4.52b).

X (w,
X (W)
4 (a)
2 I I
A w
WB .y WH+B 0 w.-B W, wgtB
(b)
A A ":' “\ A A "l' ‘\\
| LA | ¢ s w
- Wc 'Ws - WC+VVS ‘0 Wc -ws WC+WS

Fig. 4.52. Senal paso banda y muestreo con aliasing

De la comparacion de las figuras 4.51 y 4.52 se desprende que, si w,= w,,, el efecto del
submuestreo (muestreo por debajo de la condicion de Nyquist) y el de un mezclador con
un oscilador analogico a frecuencia w,, son similares en cuanto a desplazamientos
frecuenciales. Por ello, es posible ahorrarse el oscilador y los mezcladores de la figura
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4.49 trabajando digitalmente con submuestreo. Y si se realiza al filtro paso bajo
digitalmente (como se vera en los capitulos 10y 11), laimplementacion del recuperador
de las componentes I-Q (u,(?) y ug(), respectivamente) sera totalmente digital.

Escogiendo la frecuencia de muestreo de forma que:

21 4
=Wy =——M W
O 2N-1 ¢ (4.41)

siendo N un ndmero entero mayor o igual a 1, la frecuencia de la portadora, w,, se
relaciona con el periodo de muestreo T como:

- T(2N-1)

o oT (4.42)

lo cual permite evitar los mezcladores y el propio oscilador. Basta con observar (ver
figura 4.49) el resultado de muestrear directamente la senal

x,(1) = A(b) cos(w,t + ®(1)) (4.43)

con una periodo de muestro que mantenga una relacion con la portadora w, acorde a
la ecuacién (4.42). Por ejemplo, para N=1, tenemos que w,= 11/ 2T, y particularizando
en los instantes de muestreo, t = nT, se obtiene:

x,(nT) = A(nT) cos (w,nT + d(nT))=

_ : LAY : Ly
= A(nT) cos®(nT)-cos(n 2) A(nT) sen®(nT)-sen(n 2) (4.44)

= uy(nT) cos(ng) - u (nT) sen(ng)

El segundo término es cero para todos los valores de n par, pues el seno lo sera, por
lo cual:

Xb(nT) |npar = UC(I’IT) Cos (g n) ‘npar (445)

lo que permite obtener u(nT) multiplicando las muestras de x, por la secuencia de
valores (nulos para nimpar):

1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0, -1,0, .... (n=0,1,2,3,...)
o, dicho de otra forma, puede obtenerse u, (nT) separando las muestras de x,(nT)

obtenidas para n impar de las obtenidas para n par y alternarlas de signo (o, lo que es
lo mismo, multiplicarlas sucesivamente por +1y -1).

u(nT) = x,((2n)T) (-1)" = ufn] = x,[2n] (-1)" (4.46)

Igualmente, para la componente en cuadratura:
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2
Xy () impar = Us(NT) Sen(z M| p impar (4.47)
Es decir, la sefial uy(nT) se obtiene tomando las muestras paran =1, 3, 5..., con signos

alternados.

0,10 -1,0,1,0, -1,0,1,0, -1, ...

u(nT) = x,((2n-1)T) (-1)" = udn] = x,[2n-1] (-1)" (4.48)
Con estas sencillas operaciones de separar, una vez adquiridas por el conversor A/D, las
muestras pares de las impares y alternarlas de signo, se extraen las componentes |y Q
de la sefial de entrada. A estas soluciones se les denomina “eficientes en hardware”. En
la figura 4.53, donde se han indicado también los subsistemas analogicos de
radiofrecuencia (RF), se muestra esquematicamente este proceso.

A t
T cos w,

Xp(®) X, (nT) N
EXTRACCION it
RF FILTRO ADC DIGITAL DE LAS
Fl COMPONENTES ®
T -Q J
w, L .
Frecuencia intermedia (FI) =w_ -w =w

D

FILTRO
PASO-BAJO [
ug(nT) 1 i(t)
1)
1"
FILTRO q()
PASO-BAJO
wo= 2T xy(20-1) > unT) ;
T 2N-1
ho h, hy
Xp(t)
—| ADC D'1‘ o’ ‘ o’ o’ D’
xyln]
h1 hg h5
A o S

D

Fig. 4.53. Esquema de muestreo en Fl y recuperacion de componentes I-Q (cada bloque D'
denota un retardo de una muestra)
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Los coeficientes de la figura serian, de acuerdo a las ecuaciones (4.46) y (4.48), h, =1
(k = 0,1,2...). Tomando otros valores para estos coeficientes, se puede lograr que la
estructura también sea un filtro FIR paso bajo (tema a tratar en el capitulo 10), con lo que
se logran simultaneamente las funciones del oscilador, desfasador, mezclador vy filtro
paso bajo de la figura 4.49. Son usuales los filtros digitales denominados “de media
banda” (halfband filters). En el mercado, bajo el nombre de digital down-converters (DDC)
se encuentran circuitos integrados que permiten implementar todas estas funciones en
un solo chip.

Sine embargo estos filtros no deben realizar sélo las funciones de filtrado paso bajo
(antialiasing). Como cada secuencia para las componentes | y Q se ha obtenido tomando
una muestra de cada dos (operacion de diezmado), habra que interpolar muestras ya que
sino la frecuencia de muestreo se habria reducido a la mitad. Ademas, debido también
a esta alternancia de muestras, incluso una vez efectuada la interpolacién, hay un
decalado de media muestra entre las ramas | y Q (figura 4.54)

Canal 1 o
'Y % °
<—>
1 2 3 4 5 6 7 miimero de
p muestra en el canal 1
Canal QO ° °
°
3 4 5 6 numero de

muestra en el canal Q

Fig. 4.54. Decalado entre los canales | y Q

Para no forzar instantaneidad en la repuesta de los filtros de la figura 4.53, este decalado
puede compensarse si el filtro referenciado en la figura como “paso-bajo 1", ademas de
interpolar, produce un retardo de 3/4 de muestra, y el “paso-bajo 2" de 1/2 muestra. Son
habituales filtros CIC o filtros polifase (bancos de filtros) para efectuar estas funciones
(estos aspectos de filtrado e interpolacién se trataran el en capitulo 11).

Por ultimo, un comentario sobre la N de la ecuacion (4.41), de la que sélo se ha dicho
que debe ser un numero entero mayor o igual a 1. En realidad N viene determinada por
la zona de Nyquist donde esta localizada la sefial x,(nt). Las zonas de Nyquist se
representan en la siguiente figura, viniendo determinada la frecuencia superior de cada
zona por la relacién N-0,5-f,.
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12ZONA | 2° ZONA 32 ZONA 42 ZONA
DE DE DE DE
NYQUIST | NYQUIST | NYQuisT | NyQuisT 'YX

0 05f f 1,5f 2f ... f

Por ejemplo, supdngase que la sefial x,(t) esta centrada en 70 MHz, ocupando un ancho
de banda de 4 MHz. Para poder muestrear los 4 MHz se escoge una frecuencia de
muestreo de 8 MHz. Con ello el alias de menor frecuencia de la sefial muestreada
ocupara la primera zona de Nyquist.

12 ZONA 22 ZONA

NYCD.)IlEJIST NYglLEJIST (X X 182 %CI’ENA
NYQUIST
0 4 8 ... 68 72 f (MHz)
Aplicando la ecuacion (4.41),
f-—3 f - 8MHz- —2  70MHz
2N-1 _

se comprueba que la senal x,(f) esta en la 182 zona de Nyquist. Como los filtros FIR
deben eliminar los términos que aparezcan en las restantes zonas de Nyquist, esta
seleccion de una frecuencia de muestreo de 8 MHz es muy justa, ya que la sefal
ocuparia toda la primera zona de Nyquist entre 0 y 4 MHz. Con una frecuencia de
muestreo de 16 MHz, la frecuencia de corte de los filtros seria de f/4. En este caso,

f, 1
f = f.- N=22+_—-=925
f. 2

S

Valor no valido por no ser entero. Aproximando N = 10, el valor de la frecuencia de
muestreo debera ser de

4

f,=———70MHz = 14,7368421 MHz
2:-10-1
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4.9. Cuantificacion

4.9.1. Aspectos elementales

La cuantificacion de una senal muestreada x(nT) es un fendmeno derivado de la
aritmética finita de los computadores (nimero limitado de bits) que impide que estos
puedan trabajar con una resolucion infinitesimal. Consiste en representar la sefal
muestreada x(nT) mediante una serie finita de niveles de amplitud, asignando a cada
muestra el valor mas proximo a ella, dentro de una escala de valores fijos y conocidos.
Si se denomina x(nT) al valor de una muestra, y x,(nT) al valor cuantificado de ésta, el
resultado de la cuantificacion de una sefal es el que se muestra en la figura 4.55.

x(nT) E S

X q(nT)

J
A N )
K \ Vi

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T ST\ // Zt
-q

2 N/

O valor de la muestra = x (nT)
®  valor cuantificado = xq(nT)

Fig. 4.55. Cuantificacion de una sefial (q = nivel cuantico)

La caracteristica entrada-salida del cuantificador Q (no confundirlo con la componente
Q del apartado anterior) de la figura 4.55, donde se ha supuesto uniforme la distribucién
de los niveles cuanticos, es la de la figura 4.56.

X =QI[X
Nq X
5q |
4q 4
3q +
2q +
il >
1 -q X
4 -2q
4 -3q
+-4q
1 -5q

Fig. 4.56. Caracteristica entrada- salida de un cuantificador
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Sin embargo, esta ultima figura podria inducir a confusiones: no es que fisicamente se
implemente un bloque Q en serie con el muestreador para poder cuantificar; lo que el
blogue indica es el efecto inevitable de los elementos de aritmética finita presentes en
la cadena de procesado digital.

El valor de g se denomina intervalo de cuantificacion y coincide con la diferencia entre
el mayor y el menor valor de la entrada a los que se asigna el mismo estado de salida.
El caso de la figura anterior corresponde a la caracteristica de un cuantificador uniforme,
ya que los niveles g aparecen equiespaciados.

El nimero de estados de salida expresados en numero de bits (n) determina la
resolucion del cuantificador. Por tecnologia (circuitos l6gicos: dos niveles), el numero
de niveles cuanticos es un numero par, dado por 2". Asi, con tres bits pueden
cuantificarse ocho niveles (figura 4.57):

Xa1 -

Fig. 4.57. Cuantificador de tres bits

En la figura 4.57 anterior pueden apreciarse dos opciones al cuantificar, segin se
escojan los ejes X, 0 X,:

- Ejes x, (trazo discontinuo): corresponden a un cuantificador uniforme no
simétrico, ya que para x,> 0 hay mas niveles cuanticos que para x, < 0.
También es conocido como cuantificador midtread.

- Ejes x, (trazo continuo): cuantificador uniforme simétrico, con los mismos
niveles para x, > 0 que para x, < 0. Este suele ser el mas usual en los
catalogos de los fabricantes, aunque tiene el inconveniente de no tener
un nivel especifico para el valor cero, que puede fluctuar entre dos
niveles cuanticos (en la figura, entre los niveles 4 y 6). Se denomina
también cuantificador midrise.

La diferencia entre el mayor y menor valor aceptable de la entrada x(nT) se denomina
margen de entrada M (o también margen dinamico). Asi, en la cuantificacién uniforme,
el paso de cuantificacién viene dado por:

M
q:_
2f7
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Por ejemplo, si se tiene un cuantificador con n = 3 bits y x es una sefal que puede variar
entre -5V y 5V (M = 5-(-5) = 10):

Por tanto, si el cuantificador utilizado es uniforme y simétrico, se obtiene la siguiente
asignacion de bits a los diferentes niveles cuanticos:

000 de -5V a -3,75V
001 de -3,75V a -2,5V
010 de -2,5V a -1,25V
011 de -1,25V a OV
100 de OV a 1,25V
101 de 1,25V a 2,5V
110 de 2,5V a 3,75V
111 de 3,75V a 5V

Como se puede observar, el valor de 0V esta en la frontera entre dos niveles. En la
practica, son aspectos como el nivel de offset en los dispositivos o el ruido los que
provocan un valor u otro (figura 4.58).

Xy ideal

0

T >
—» AD —» D/A —> /\7, real

Fig. 4.58. Reconstruccion de una sefial de 0 voltios con conversores que efectuan una
cuantificacion simétrica

El efecto de aumentar el numero de bits 0, lo que es lo mismo, de disminuir el intervalo
de cuantificacion q, se muestra en la siguiente figura 4.59, donde pueden verse los
resultados de la cuantificacion de una sefal de voz con cuantificadores de 2, 4 y 8 bits,
respectivamente.
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2 bits
| 1
()
4bits | X,
t
t
8 bits
t

Fig. 4.59. Cuantificacion uniforme de una sefial de voz con diferentes numeros de bits

4.9.2. Error de cuantificacion (e )

La cuantificacion introduce inevitablemente un error, ya que si se intenta reconstruir la
entrada a partir de la salida del cuantificador, no se obtiene el continuo de valores dentro
del margen de entrada M. Es decir, la salida del cuantificador x,(nT) no permite
reconstruir exactamente a la entrada x(nT), sino que se cumple la relaciéon en escalera
vista anteriormente (figura 4.56).

Por tanto, se puede considerar que la salida del cuantificador es igual al valor de la
entrada, mas un término de error. En el error de cuantificacion se pueden diferenciar dos
partes (figura 4.60):

- Ruido de cuantificacién (granular): corresponde al error cometido dentro del
margen de valores de entrada permitido M. EI maximo error permitido es de
+q/2, y su evolucién en funcion del valor de la entrada tiene una forma de diente
de sierra.
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- Distorsidn de sobrecarga (overload): es el error que se comete para valores de
entrada fuera del margen M. El efecto es similar al que ocurre con dispositivos
electronicos saturados.

-+ _2q
1-3¢g
1-4q
X, T-59

Zona de ruido granular

M=2X,=2"q zonas de
; sobrecarga
X, =X + eq

Fig. 4.60. Errores de cuantificacion (n = namero de bits)

Si la cuantificacion la efectda un conversor A/D con un margen de entrada de +V a -V
voltios, el valorde Msera: M=2 X, =2"qg=2V.

2X,

ol

Fig. 4.61. Detalle de la figura 4.55. Error de cuantificacion e,

La accién del cuantificador se puede describir en términos de la relacién sefal/ruido
(SNR, signal-to-noise ratio), que se define como el cociente entre la potencia media de
la sefial respecto a la del ruido presente.
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Potencia media del ruido de cuantificacion:

El error de cuantificacion e,= X,~x toma la forma de una funcion en diente de sierra, tal
como se detalla en la figura 4.62.

A
q
%
8= X5 X q/2
i NN
NN T
<og—> 92
periodoa=T
pendiente =-q/a
Fig. 4.62. Error de cuantificacion eq
Por tanto, la potencia media viene dada por:
a a
> a
1 g\ \2 192 v¥ 2 g2
P, =— (H)v)dv=—"—— | =+ 4.4
eqafq((a)) aa23\212 (4.49)
— 2
2

4.9.2.1. Cuantificacion de una senal senoidal

Si la senal de entrada x(t) es una senoide que cubre todo el margen de entrada del
conversor A/D:

x(t) = Am cos(wt) = 2n q/2 cos(wt) (4.50)

siendo n el numero de bits, la potencia media vendra dada por:

2
f (t) dt = —A 2 = ) =2213q2 (4.51)

T

Notese que esta potencia equivale a la que entregaria una tension v(t) = A,, cos(wt)
sobre una resistencia R = 1 (normalizada).

Recordando la definicion de tension eficaz en circuitos eléctricos, se tiene:
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Vi A%
Pm Vef /ef Fe - 7”7 (452)
Relacion senal/ruido (SNR):
Viene dada por:
SNR = % - 22 3q2 _om12 §22n
eq q2 28 2 (4.53)
12

Y, si expresamos esta relacion en dB:

P
SNR = 10log(—>) = 10log (%) +10log (2*") = 20nlog(2) + 1,76

eq (4.54)
SNR =6,02n + 1,76 dB

El término 1,76 dB depende del tipo de sefal, mientras que 6,02n dB depende del
numero de bits. Asi, por cada bit adicional en el conversor A/D, se mejora la relacién en
unos 6 dB (recuérdese, como orden de magnitud, que un aumento de 3 dB equivale a
doblar la potencia).

Conviene remarcar que las relaciones SNR también dependen de otros factores, como
la estabilidad de los osciladores (relojes) que marcan la cadencia de adquisicién de las
muestras. Si estos osciladores tuvieran una fluctuacion (jitter), no se adquiriria la
muestra en el instante previsto, con lo que el valor de ésta seria diferente al teérico,
produciéndose asi un error de muestreo que haria aumentar la SNR.

4.9.2.2. Cuantificacion de una seial aleatoria (gaussiana)

Cuando se trata con sefales aleatorias, la relacion sefal/ruido (SNR) se obtiene a
partir de las potencias eficaces:
2

) = 10I09(3;) (4.55)
eq (0}

P
SNR = 10log(—=

q

La potencia eficaz de una senal aleatoria x se define como la suma de su varianza
y su media al cuadrado:

0% = E(x?) = var(x)+E¥(x) (4.56)
Para senales de media cero (E(x) = 0), su potencia eficaz viene dada por su varianza:

o> = varn(x) = }xzfx(x)dx (4.57)
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siendo f,(x) la funcion de densidad de x(f). Se puede interpretar como si x fuese una
tension y x* una potencia sobre una R = 1 (normalizada): la ecuacion pondera la
potencia de cada valor de x (amplitud de v), con la probabilidad de que se produzca este
valor. Asi, tanto participan en la potencia valores pequefios de x que se repitan muy a
menudo, como valores grandes de x que se produzcan poco.

El error de cuantificacion puede recalcularse recordando que, para cada nivel cuantico
de la entrada (figura 4.62), el error estaba acotado entre g/2 y -q/2, con igual
probabilidad de todos los valores intermedios (diente de sierra: todos los valores se
repiten una vez cada periodo) Es decir, podemos tratarlo como un ruido aleatorio con
funcion de densidad de probabilidad uniforme:

AN f (eq)

19

-g/2 /2 > G

Puesto que tiene media cero, su potencia eficaz viene dada por:

1 11
(eq)2 E d(e,) = E 3 A (4.58)

A
8 12

— Nla

02 B [ () fog dleg) =

N e

valor que coincide con la potencia media calculada anteriormente en el dominio
temporal, como era de esperar.

Si ahora se considera que la sefal de entrada x(f) sigue una ley gaussiana de media
cero:

) = —— e 2% (4.59)
210,
X
/\ zona de sobrecarga
Xoi  ——
2 +
-3
Xy X — |
\%

zona de sobrecarga

Fig. 4.63. Funcion de densidad de la sefial de entrada
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Para valores de x> x,, y x < -x,, se produce distorsion de sobrecarga. Asi, la probabilidad
de que se produzca distorsion de sobrecarga, viene dada por:

P, = P(x > x,) + P(x < -x,) = {por simetria} = 2 P(x > x,) =

x2

-2f 1 6 25y (4.60)
2mao,

Xol
expresion que corresponde a la funcion error complementario, erfc(x), cuyos valores
estan tabulados. Para un valor de x,, = 4,5 0,, se obtiene un probabilidad de sobrecarga
P.,,< 10°, lo suficientemente reducida (véase el apéndice D).

En este caso, se tiene:

2 _ X02I _ (q 2n—1)2 _ q2 22n

o 4.61)
(4,5 (4,57 81
y, por lo tanto:
202n
SNR = 101og(22712 _ 1010g(2212) - 6,021 - 8,3 dB
81q°2 81 (4.62)

Para la sefial senoidal del caso anterior, que tiene una funcion de distribucién uniforme
(en un periodo de la senoide todos los valores se producen con la misma probabilidad),
se habia obtenido: SNR = 6,02n + 1,76 dB, mientras que para una gausiana SNR =
6,02n - 8,3 dB, lo que representa una relacion peor. Esto se debe a que ahora la sefial
tiene una estadistica no uniforme y se esta utilizando un cuantificador uniforme. De
todas formas, se mantiene la relacién de 6,02 dB por cada bit adicional del conversor.

En el caso de que se hubiera tomado x,, = 3 0, el resultado habria sido una SNR de
6,02n + 1,25 dB. El ruido de cuantificacion esta relacionado con la sefial de entrada no
solo en la forma de ésta, sino también en su amplitud. En ciertos momentos, puede
ocupar todo el margen dinamico del conversor (es decir, que se aprovechen los n bits),
mientras que en otros, sélo una pequena parte. Por ejemplo, una sefal senoidal de baja
amplitud podria aparecer a la salida del cuantificador como casi una senal cuadrada,
con el consiguiente incremento de arménicos en su serie de Fourier.

En aplicaciones de audio, esta dependencia del ruido de cuantificacion de la forma de
la sefal de entrada puede provocar sensaciones subjetivas de pérdida de calidad
(adicién de los arménicos), que se corrigen con la adicion intencionada de un ruido a la
senal, normalmente antes de su entada al cuantificador. A este proceso se le conoce
como dithering y, de esta forma, al precio de afiadir un ruido en la banda de audio, se
gana en insensibilidad respecto al propio ruido de cuantificacién. De todas formas, como
se trata de sensaciones acusticas (lo que ya es terreno de la psicoacustica), la
degradacién en la percepcién de la senal depende del oyente, por lo que en unos casos
se prefiere afadir un ruido que ocupe toda la banda frecuencial de la sefial, mientras
que en otros solo una cierta banda (por ejemplo, por encima de los 12 kHz, donde es
menos perceptible) o, incluso, para algunos oyentes, es preferible no usar dithering.
También se utiliza el dithering como una técnica estocastica para aumentar el margen
dinamico de los conversores A/D.
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En las anteriores ecuaciones (4. 54)y (4.62), se ha supuesto implicitamente que el ruido
de cuantificacion estaba repartido por toda la banda frecuencial de la sefial (es decir,
hasta w/2). Pero si la sefial es sobremuestreada (w,>> 2 w,)), el ruido de cuantificacién
se reparte sobre una banda frecuencial mas amplia que la de la sefial, por lo que podra
ser filtrado sin detrimento de ésta. De este modo, sobremuestreando, se afiade una
mejora ala SNR que, en dB, viene dada por 10 log (w, /2 w,,,). Orientativamente, la SNR
mejora en unos 3 dB por cada octava en que se aumenta la frecuencia de muestreo.

Filtro
A Sefial
‘ Densidades espectrales de potencia
de ruido de cuantificacién a diferentes
~ i frecuencias de muestreo

4.9.3. Cuantificacion no uniforme

Si la senal se repite muy a menudo para valores pequefios de x -y mas raramente para
valores grandes, como es el caso de sefiales de voz-, es preferible centrar la capacidad
de resolucion del conversor A/D alrededor de valores pequefios de x. A este método se
le llama de cuantificacion no uniforme (figura 4.64)

Xq

x(t)

Fig. 4.64. Caracteristica entrada-salida de un cuantificador no uniforme y ejemplo de sefal
candidata a ser cuantificada no uniformemente

Su implementacion se basa en un cuantificador uniforme, mas un compansor, es decir,
un compresor a la entrada del cuantificador uniforme y un expansor a la salida
(COMPANSOR = COMpresor + exPANSOR):
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y=C(x)

X Q
compresor expansor
> y = C(x) »  uniforme > X, = G’(yq) >

y=C(x)

Fig. 4.65. Cuantificador uniforme con compansor: cuantificacion no uniforme. El efecto global
es el de la figura 4.64

El compresor viene descrito por una funcién C(x), que es monétona creciente con
simetria impar, y su funcion es la de aumentar la resolucion para valores pequefios de
la entrada (figura 4.66).

y=C(x)

Fig. 4.66. Efecto del compresor

Esta funcion se puede invertir, de manera que si el expansor se rige por la funcion
inversa C"(x) se recupera la entrada del compresor sin ninguna pérdida de informacion.

En el caso de aplicaciones telefonicas, la curva de compresion se suele aproximar por
tramos (segmentos). La Unién Internacional de las Telecomunicaciones (UIT) recomien-
da los tipos de aproximaciones. En aplicaciones de instrumentacion electronica y de
control no es habitual utilizar cuantificadores no uniformes.
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El efecto del compresor sobre una senal telefonica puede ilustrarse mediante un
histograma de valores de amplitud de la sefal.

En la figura 4.67 se muestra el resultado de un compresor que sigue una de las
recomendaciones de la UIT, denominada “ley mu”. Nétese que la sefial de voz original
sélo ocupa una franja estrecha de los posibles valores de amplitud (normalizados entre
+1y -1), por lo que un conversor A/D con un margen dindmico de * 1 estaria poco
aprovechado, al no usarse todos los niveles cuanticos. Ademas, el paso de
cuantificacion q seria relativamente importante frente a los niveles de amplitud que
ocupa la sefial de voz, lo que disminuiria la relacién senal-ruido. Con el compresor se
aprovecha todo el margen dinamico del conversor A/D.

Evolucién temporal Histograma

Sefial de voz
original t

Senal de voz
después del
compresor

(ley w)

Fig. 4.67. Efecto de un compresor sobre una serial de voz

4.10. Fundamentos de la modulacién por codificacion
de pulsos (PCM)

En la modulacién por codificacion de pulsos (PCM, pulse-code modulation) se convierte
una sefial analégica en una sefial digital equivalente, que es la que se transmite por el
canal de comunicaciones. La sefal analdgica a transmitir es muestreada y cuantificada
dentro de un conjunto finito de valores, y posteriormente es codificada para adaptar su
forma a las caracteristicas del canal de transmision (figura 4.68).

Las principales ventajas de la transmision digital, respecto a la analdgica, son una
menor sensibilidad al ruido y a las interferencias, asi como la facilidad de regeneracion
de las sefales digitales.

En efecto, como se observa en la figura 4.68, pueden intercalarse a lo largo del canal
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uno o varios repetidores regenerativos cuyo disefio puede ser simple al tratarse de
sefales digitales. Por ejemplo, con un comparador puede reconstruirse la sefial digital
limpia de ruidos (siempre y cuando éstos no tengan un nivel tan elevado que
sobrepasen el nivel de disparo del comparador y provoquen falsos pulsos).

El inconveniente de la transmisién digital es que ocupa un mayor ancho de banda que
la analdgica (recuérdese que la transformada de Fourier de un pulso es una funcion
sinc, cuyo ancho de banda teérico es infinito).

FILTRO
—| pasoBajo — MUESTRADOR.____ CUANTIFICA- ____| copiFICADOR

DOR
ANTIALIASING (AD)

REPETIDOR
(REGENERACION)

FILTRO
DECODIFICADOR——=> D/A = SN
RECONSTRUCTOR

Fig. 4.68. Elementos de un sistema de comunicacion PCM

Algunos de los bloques de entrada del subsistema de emision (filtro paso bajo y
conversor A/D que actia como muestreador y cuantificador) han sido estudiados en los
apartados previos.

El blogue codificador se encarga de convertir los valores cuantificados en otro conjunto
de valores (pulsos) que forman un cédigo. Si la salida del conversor A/D es en forma de
bus paralelo, en su realizacién debe intervenir, entre otros elementos, un registro de
desplazamiento controlado por un reloj que se encarga de convertir la informacién en
paralelo a la salida del bloque cuantificador en una sefnal serie apta para el canal de
comunicacion. Los elementos de cddigo son los pulsos digitales que lo componen,
denominados también simbolos, y el conjunto de simbolos que representan el valor de
una muestra son denominados palabra cédigo o caracter.

Segun el tipo de codificacién, se puede mejorar el espectro de la sefial transmitida,
eliminar su nivel de continua (menor potencia de emisién), ganar robustez frente al ruido
o facilitar la sincronizacion de relojes digitales entre el emisor y el receptor.

Algunos de los principales cédigos (también denominados cddigos de linea) son los
ilustrados en la figura 4.69, en la que se pueden observar diversas representaciones de
la palabra (caracter) 010110.
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Fig. 4.69. Algunas representaciones eléctricas de sefiales binarias:
a) senalizacién on-off unipolar;
b) sefalizacion bipolar;
¢) sefializacion unipolar por retorno a cero (RZ);
d) sefializacién bipolar con inversién alternativa de marca (IAM);
e) senalizacion de fase partida o Manchester;
f) y g) sefializaciones diferenciales;
h) senalizacién ADI (alternate digit inverted)

La senal unipolar ("0" y "1") de la figura 4.69 a es habitual en ordenadores, pero
presenta el problema de que su nivel medio es muy distinto a cero, con lo que aparece
una componente continua cuya transmisién consumiria una energia innecesaria. Este
problema se reduce utilizando sefiales bipolares, como es el caso de la figura 4.69 b.
La senal de la figura 4.69 c es parecida a la figura 4.69 a, pero la sefializacion de cada
"1" ocupa la mitad del tiempo destinado a la transmision de cada simbolo. Cuando la
sefal "regresa" a cero antes de que acabe el tiempo dedicado a cada simbolo se habla
de sefializacion con retorno a cero (RZ). Si lo hace después de transcurrir todo el
intervalo de tiempo dedicado al bit, como es el caso de la figura 4.69 d, se dice que es
una senal sin retorno a cero (NRZ) -nétese que el NRZ no indica que la senal no pueda
volver a cero, sino que no lo hace "antes de tiempo"-. En la sefal de la figura 4.69 d
también se ilustra un inversién alternativa de marca (en este contexto, marca equivale
a un nivel légico "1"): los "1" se representan alternativamente como un pulso positivo o
negativo, mientras que los “0", por ausencia de pulso. La sefial e simboliza los "1" con
una transicién de nivel alto a nivel bajo, y los "0" con una transicion de nivel bajo a nivel
alto. Las senales representadas en las figuras 4.69 f y g son codificaciones
diferenciales. Asi, en la sefial f, cada transicion indica la presencia de un cero, mientras
que los "1" no conllevan transiciones en la sefial. En el caso g, en lugar de transmitir el
valor del simbolo se transmite una informacién relativa a su cambio o no cambio
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respecto a los simbolos anteriores. Cada transicion indica que hay un cambio de valor
del simbolo. Finalmente, la sefial h corresponde a un codigo ADI (inversion alternativa
de digito), donde el nivel "1" significa una transicion en el valor del simbolo y el nivel "0"
indica que el simbolo en cuestidn es igual que el anterior. Es facil intuir que en algunos
casos se necesita un reloj para saber en qué momentos hay que interpretar que "toca"
un cambio de simbolo para efectuar la lectura de la sefial, es decir, que deben ser
comunicaciones sincronas.

Las sefializaciones anteriores se diferencian por su nivel de continua, por su ancho de
banda (cuanto menos estrechos sean los pulsos, menor ancho de banda sera necesario
para su transmision) y por la facilidad de sincronizar relojes digitales a partir de los
cédigos recibidos. Cuantas mas transiciones presente el codigo, mas facil sera
sincronizar estos relojes.

Los codigos con inversion alternativa de marca (IAM) pueden presentar problemas si
aparecen muchos ceros seguidos, pues la linea quedaria demasiado tiempo sin nivel
(aparentando inactividad). Un caso particular de los cédigos IAM, que se utiliza en
telefonia, es el HDB3 (binario 3 de alta densidad), que se comporta como un ADI
mientras no haya mas de tres ceros seguidos. Si aparece un cuarto cero, se rompe la
regla del cédigo ADI.

Antes, en la figura 4.68, se ha presentado la regeneraciéon de pulsos como un simple
comparador, que es una solucion que se utiliza sélo ocasionalmente. Una solucién
mejorada es la mostrada en el esquema de la figura 4.70. A partir de los pulsos
recibidos, el temporizador reconstruye una senal de sincronismo que se utiliza como
referencia para muestrear los pulsos en los instantes en que su amplitud es maxima o,
lo que es lo mismo, en los instantes menos afectados por el ruido. Del valor de estas
muestras se decide si el pulso en cuestién corresponde a un "0" o a un "1", y asi se
reconstruye la sefial PCM.

ANALA e 1ttt

SENAL | AMPLIFICADOR _| Elementope | SEFAL
—— > (ECUALIZADOR) DISTORSION |2
RECIBIDA PCM
1 REGENERADA
- M
TEMPORIZADOR

Fig. 4.70. Elementos de un repetidor regenerativo

-t

4.11. Aplicacion en telefonia

Salvo en casos muy especificos, es dificil justificar el coste de un sistema relativamente
complejo como es el PCM para un solo usuario. En aplicaciones de modulaciones PCM,
y la telefonia es una de ellas, se utiliza el esquema de la figura 4.68 para transmitir
varios mensajes, generados por diferentes fuentes, a distintos destinatarios.
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Para ello, se muestrean ciclicamente las diferentes fuentes y se van intercalando en el
tiempo las muestras adquiridas, proceso denominado de multiplexado temporal. Este
proceso puede verse en las figuras 4.71 y 4.72. Con un reloj que sincronice los instantes
de lectura en recepcion, no es dificil separar el mensaje dirigido a cada destinatario.

La senal y de la figura 4.71, que es la salida del muestreador (a) indicado como un
interruptor rotatorio, esta formada por muestras intercaladas en el tiempo (multiplexado
en el tiempo, TDM: time-division multiplexing), tal como puede verse en la figura 4.72.
Esta sefial, un vez modulados los pulsos (codificados), es enviada por el canal de

comunicaciones.

En el extremo receptor, después del demodulador (decodificador), el repartidor (b)
orienta cada muestra hacia el respectivo destinatario. Para que todo el proceso funcione
correctamente, los interruptores (a) y (b) deben estar sincronizados, lo que puede
conseguirse con la propia sefial PCM, como ya se ha avanzado al comentar las graficas
de la figura 4.69. Ademas, cada cierto tiempo se pueden intercalar palabras digitales
para facilitar el sincronismo. Al conjunto COdificador y DECodificador se le denomina

codec.

x1
L;AZ\;,«—FPB

AN/t | FPB T,

x3 K y

N\ ¢ | FPB o ~ 7| MODULADOR | ——
(a)

: CODIFICADOR
X, DE SENAL DE
vi@ t — FPB LINEA

z DEMODULADOR

X1
—| FPB | %t
X2
T —| FPB |— A——%‘Awl%t
s
o

DECODIFICADOR
(b)

- FPB |— vi@t

Fig. 4.71. Diagrama elemental de un sistema TDM

En telefonia, el ancho de banda de las sefiales vocales esta acotado entre 300 Hz y
3.400 Hz y cada canal vocal se muestrea a 8 kHz. En el sistema ATT D1 se trabaja con
24 canales vocales. Eltiempo transcurrido entre dos muestras consecutivas de lamisma
sefial vocal dentro de la trama TDM es de 1 / (8 kHz) = 125 ps; en este tiempo, el
muestrador tiene que haber adquirido una muestra de cada uno de los 24 canales. Cada
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muestra (caracter) se codifica con 7 bits, a los que se afiade un bit adicional para la
sefalizacién (seleccién del destino de las llamadas). A la secuencia completa de los 24
canales vocales, se le afiade otro bit adicional para el alineamiento (sincronizacion) de
la trama. Asi, por cada "vuelta" del interruptor que simboliza el muestreo de los canales
vocales (figura 4.71), se crea una secuencia (denominada frama) de: (7+1) *24 + 1 =
193 bits. Como se transmiten 8.000 tramas por segundo (muestreo a 8 kHz), la
velocidad de transmisidn en serie por el canal es de: 193 * 8.000 = 1.544.000 bps (bits
por segundo).

x2 x1

T Ts—\\f //]\4}7

x _[nt+1]
m x,In+1]

Rillgh
T\/ _—

muestras de la sefial x .

-t

Fig. 4.72. Sefial TDM

El sistema CEPT 30+2 (CEPT = Conference Européenne de Postes et Telécommu-
nications) esta formado por 30 canales vocales, mas dos auxiliares para la
sincronizacion y la sefializacién (sefiales de servicio). Este sistema esta regulado por
la recomendacion G.732 del CCITT.

Los 30+2 canales vocales se organizan del siguiente modo dentro de la sefial TDM: los
intervalos ("ranuras") de tiempo del 1 al 15 y del 17 al 31 se usan para transmitir
muestras de las sefales vocales, codificadas con 8 bits. El intervalo 0 y el 16 son
auxiliares, y se utilizan, respectivamente, para la sincronizacion y la senalizacion. En
este caso, cada trama (recuérdese que es la secuencia formada entre dos muestras
consecutivas del mismo canal vocal) consta de: 32 * 8 = 256 bits. Como la frecuencia
de muestreo es de 8 kHz, la velocidad de transmision es de 2.048 kbits/s (2.048.000
bps).

En la transmision telefonica, las tramas se agrupan en niveles jerarquicos superiores
denominados multitrama (conjuntos de 16 tramas), lo que a su vez constituye un
segundo nivel de multiplexado temporal en el que ya no se intercalan muestras, sino
tramas (figura 4.73).
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<  (8/2048)us 5
0 1| 2| 3| 4|5 6|7

CARACTER
(muestra de un canal vocal)
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012 n 16 . 31
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0 1 m 15
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Fig. 4.73. Estructura en serie de una sefial PCM a 2.048 kbit/s. Formato 30+2

4.12. Aproximaciones por tramos en telefonia

En telefonia, se utilizan cuantificadores no lineales (compresores) que siguen leyes
reglamentadas de compresién. En Europa, la caracteristica de compresion se ha
aproximado mediante la "ley A" (norma CCITT/CEPT), que se basa en las siguientes
relaciones, donde x indica la entrada normalizada (amplitud de las muestras
normalizadas a x..., = 1) al cuantificador, e y la salida (valores cuantificados):

max

o 1+log(A|x|) 1 B
=signo(x) ———"—1=/ para — < |x| <=1
y = signo(x) 1+log (A) p 2 x| (4.63)
. A|x]| 1
=signo(x) ——=L— para 0 < |x| < —
y g ()1+Iog(A) p < | ‘<A (4.64)

El parametro A determina el aumento del margen dinamico del codificador, y su valor
es A = 87,6. La caracteristica de compresion para 13 segmentos (figura 4.74) viene
dada por:

0 <|x|<1/64 = y = 16x
1/64 < |x| < 1/32 = y = 8x+1/8
1/32 < |x| < 1/16 = y =4x+1/4
1/16 < |x| < 1/8 = y = 2x+3/8

1/8 < |x| < 1/4 = y=x+1/2
14 < |x| < 1/2 = y = x/2+5/8
1/2 < x| <1 = y = x/4+3/4

Como puede observarse en la figura 4.74, para el margen de entrada alrededor de 0
(valores de x entre +1/64 y -1/64) se dedican 5 bits (32 niveles del cédigo de salida), con
lo que la resolucion es alta en este tramo. Para los restantes tramos de entrada (6
positivos, x > 0, y 6 negativos, x < 0) se destinan 16 niveles (4 bits, 2* = 16) para cada
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uno. Dado que los tramos de entrada estan seccionados de forma logaritmica, a menor
amplitud de x corresponde una mayor resolucién de la salida cuantificada.

Esta caracteristica incluye 7 tramos en que se reparten los valores de x en el cuadrante
positivo (que es el representado en el figura) y otros 7 en el cuadrante negativo. Como
los dos tramos que pasan por el origen son colineales, se agrupan en un sélo segmento
alrededor del origen. Asi, en total hay 13 segmentos. Esta codificacion se utiliza en el
sistema CEPT 30+2 que se ha comentado en el apartado anterior.

CcODIGO SEGMENTO

1
1111 ---- 6
1110---- 5
1101 - - - - 4
1100 - - - - 3
1/2
1011 ---- 2
1010---- 1
1/4
1001 1111
. 0
1000 0000 i : : :
mr 1 ] ] ] >
M 1 1 1”2 1 X
1/16 (normalizada)
1/32
1/64
----- : valor

dependiente de la amplitud de la entrada

Fig. 4.74. Curva de compresion de 13 segmentos. Ley A (para el tercer cuadrante se
reproduce, reflejada, la misma curva)

En América, se sigue la ley de compresioén p, definida por:

y:signo(x)w para -1 < |x|] <1 (4.65)
log(1 +n)

En los primeros equipos de telefonia, el valor de uy era 100. En equipos posteriores
(recomendacién G.733 del CCITT), se ha tomado el valor p = 255.

Pueden encontrarse circuitos integrados en el mercado que facilitan la realizaciéon de la
circuiteria para comunicaciones PCM. En particular, el integrado de la figura 4.75
incorpora el filtro antialising, el conversor A/D, el codificador (con la ley de compresion
incluida), las interficies basicas de transmision y de recepcion, el conversor de salida
D/A'y el filtro paso bajo reconstructor. Estos integrados suelen venir referenciados en
los catalogos como "filtro/codec" y necesitan una circuiteria externa adicional para
controlar los procesos de transmision y de recepcion.
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Fig. 4.75. Diagrama de bloques del filtro/codec 3507A (Plessey)

En la siguiente grafica (figura 4.76) se representa en el eje de ordenadas la SNR para
un cuantificador uniforme y uno no uniforme (ley A), ambos de 8 bits, en funcion de la
potencia de sefial (en el eje de abscisas):

SIR (dB)
N
— — — — no uniforme -+ 40
uniforme
- 30
| 20
s/
, L 10
/
7 0
—4—t———t——t—+— > b
.80 70 60 50 40 30 20 -10 0 (dB)

-15dB = 10 log(S) => S = 31,6 mW

50 dB = 10 log(S) => S = 10° W

-75dB = 10 log(S) => S = 3,16 X 10° W

Fig. 4.76. Comparacion de la relacion sefal/ruido (S/R) de un cuantificador uniforme
y uno no uniforme a la del codificador, en funcién de la potencia de la serial

Cuando la SNR =0 dB, la potencia de ruido es igual a la potencia del sefal y, por tanto,
ésta se hace indistinguible del ruido. En la grafica anterior se observa que, en el
cuantificador uniforme, esto ocurre para un nivel de sefial de S = 10 W, mientras que
es el no uniforme S =3,16 -10° W.
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Para niveles de sefal inferiores a -15 dB, se ganan 24 dB con el cuantificador no
uniforme. Para obtener la misma mejora con un cuantificador uniforme se necesitarian:

SNR =6,02n + k=24 = n =4 bits (4.66)

es decir, se requeriria un conversor uniforme con cuatro bits adicionales (8 + 4 =12 bits)

4.13. Codificacion diferencial de pulsos

La modulacién por codificacion de pulsos (PCM) vista en los apartados anteriores
presenta una eficiencia reducida al codificarse cada muestra de la sefial de entrada de
forma independiente de las anteriores. En este caso, se dice que el codificador es
instantaneo o de memoria cero.

Las senales vocales o de video presentan, en sentido estadistico, poca variacion entre
muestras consecutivas (estan bastante correladas), por lo que el PCM codifica una
informacion redundante: entre una muestra y la siguiente no suelen variar los bits mas
significativos del codigo. Si la sefal varia lentamente respecto a la frecuencia de
muestreo, sélo variaran los bits menos significativos entre muestras consecutivas. Esto
puede forzarse muestreando a frecuencias muy superiores a la de Nyquist (proceso de
sobremuestreo u oversampling). Si la sefal a cuantificar no fuera la secuencia x[n], sino
la diferencia entre muestras consecutivas x[n] y x[n-1], podria reducirse el margen
dinamico (M), de forma que con un numero n de bits menor se mantuviera el valor g del
intervalo de cuantificacion (q = M/2"). De esta forma, aun usando un menor nimero de
bits, el ruido de cuantificacion seguiria siendo g%/12, como se ha visto en la ecuacion
4.49). Por ello, no debe extrafar que haya conversores en equipos de audio
presentados como conversores “de 1 bit”, que se estudiaran mas adelante.

La modulacion diferencial de pulsos codificados (DPCM) infiere el valor de la muestra
futura a partir del valor de las muestras pasadas, proceso denominado de prediccion.
En la figura 4.77 se muestra el esquema de bloques de un transmisor DPCM.

x[n] + e[n] eq [n] uln]
SENAL ——>1 CUANTIFICADOR CODIFICADOR [ >
DPCM

AUESTREADA =

+
+
X[n]
PREDICTOR «—
X [n]

Fig. 4.77. Transmisor DPCM
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La entrada al cuantificador es:
e[n] = x[n] - x[n], (4.67)

Donde Xx[n] es el valor predicho de x[n]. Nétese que si la prediccion fuera perfecta,
entonces e[n] = 0.

La salida del cuantificador sera su entrada, e[n], mas el error de cuantificacién q[n],
e,[n] = e[n] + q[n] (4.68)

Esta salida del cuantificador se suma a la salida del predictor para formar la entrada de
éste:

x[n]=en] + X[n] = e[n] + q[n] + X[n] (4.69)
y, como e[n] = x[n] - X[n], se obtiene:
X [n] = x[n] + q[n] (4.70)
La sefial transmitida es u[n], que corresponde a una codificacion de e [n]. Asi pues, si

el canal de transmision esta libre de ruidos, la sefal recibida, una vez decodificada, sera
e,[n]. El esquema del receptor es el de figura 4.78.

uln]

/y +

|

DECODIFICADOR > >
DPCM el A x_[n]

PREDICTOR

R1n]

Fig. 4.78. Receptor DPCM

Con un predictor idéntico al del emisor, la sefial recuperada (figura 4.78) sera x,[n]. Es
decir, sera la muestra x[n] mas un ruido de cuantificacion g[n]. Como la sefial e [n] tiene
menos margen de variacion dinamica que x[n], la senal cuantificada u[n] requiere menos
bits por segundo para transmitir la misma informacién que por un sistema PCM donde
se transmitieran directamente los valores codificados de x[n]. De ahi que el DPCM sea
mas eficiente que el PCM, gracias a lo cual puede transmitirse una misma informacion
por un canal con el ancho de banda menor. En telefonia, hay un estandard DPCM a 32
kb/s (kilobits por segundo). Notese que para transmitir en formato PCM una sefal vocal,
muestreada a 8 kHz y codificada con 8 bits, serian necesarios 8:8 = 64 kb/s).

Por el momento, no se estudia como se construye el filiro predictor, tema que se
retomara en el capitulo 9.

Aparte del error de cuantificacion de la sefial recuperada, x,[n], puede presentarse otro
error en los sistemas DPCM si, al contrario de la hipétesis de partida, la sefial de
entrada x(f) de la cual se van obteniendo las muestras x[n] tiene una variacion rapida
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respecto al periodo de muestreo. En este caso, ya no seria cierto que la variacién entre
muestras consecutivas fuera pequena, y el retardo en el predictor seria excesivo (figura
4.79), de modo que se produciria un error de pendiente.

U

N

N
\ Xq(nT)

DISTORSION DE
SOBRECARGA DE
PENDIENTE.

T RUIDO GRANULAR

Fig. 4.79. Errores en DPCM

El error de pendiente puede minimizarse usando estructuras adaptativas (ADPCM) en
las que el predictor se va adaptando a las caracteristicas locales de la senal de entrada.

4.14. Moduladores delta y delta-sigma

Un caso particular de la modulacién DPCM, cuando se cuantifica con un solo bit, es la
modulacién delta (DM); en este caso, la sefal cuantificada so6lo puede presentar dos
niveles. La sefal temporal x(t) se aproxima por una sefal en escalera con los escalones
de amplitud constante (8), y de pendiente positiva o negativa segun el sentido
ascendente o descendente de x(f). En la figura 4.80 se ilustra una modulacion delta.

X _(nT): sefial reconstruida

posible codificacién de u (nT)

Fig. 4.80. Modulacion delta



134

Procesado digital de sefiales. Fundamentos

La modulacién delta es mucho mas sencilla de realizar que la DPCM ya que el filtro
predictor es simplemente un retardador de una muestra. En la figura 4.81 se ilustra el
esquema del transmisor y del receptor.

x[n]HJf O el | CUANTIFICADOR CODIICADOR 4::[;1
SENAL DE 1 BIT o
MUESTREADA -
"""""" 0 In]
x q
x[n]=x_ [n-1]
q +5
RETARDO DE .
<« eln
UNA MUESTRA xq ] 5
ufnj +
———>{DECODIFICADOR >
DM e A+ I
RETARDO DE | _
dnj=x 1] | UNAMUESTRA -
q
Fig. 4.81. Transmisor y receptor DM
Las ecuaciones que rigen su funcionamiento son:
e[n] = x[n] - x[n-1]
e,[n] = & - sign (e[n]) (4.71)

X,[n] = x,[n-1] + e [n]

El valor de la sefal reconstruida x,[n] es el valor de la reconstruccion anterior x [n-1],
mas un término e [n] que puede tomar los valores +5 o0 -0 segun si la muestra actual de
x[n] es superior o inferior a la anterior (figura 4.80). N6tese que en este modulador el
valor de & debe ajustarse segun el margen de variacion de la sefial e[n].

El hecho de cuantificar a un solo bit podria parecer inadecuado pues, como se ha visto
en el apartado 4.9.2, la SNR del cuantificador viene determinada por el nimero de bits.
Sin embargo, la reduccion de la SNR como consecuencia de trabajar con n = 1 se
compensa al necesitarse un menor margen dinamico. En efecto, el nivel de
cuantificacion venia dado por g = M/ 2". Lareduccion del valor del denominador por ser
n =1 se compensa por otra reduccién del numerador ya que el error e[n] presenta poca
variacion y se puede utilizar un valor reducido de M para codificarlo. De este modo, se
mantiene la potencia media de ruido de cuantificacién, dada por 02q = g%/ 12, donde
ahora g = 8. O, dicho con numeros, la potencia de ruido de cuantificacion es la misma
para un conversor con un margen M = 16 y de 4 bits que para otro de s6lo un bit y un
valorde M= 2.



4 Muestreo y cuantificacion 135

Asi pues, al incrementarse la velocidad de muestreo de la sefial (oversampling), la
variaciéon entre sus muestras es menory, en consecuencia, puede reducirse el nivel de
cuantificacion q (parametro 6 en el DM). Esta disminucion de g produce una disminucién
de la varianza del ruido de cuantificaciéon (czq), lo que se traduce en un mantenimiento
de la SNR.

Pero un valor de & pequeno, si bien es beneficioso porque reduce el ruido, también
impide que se puedan seguir variaciones rapidas de la sefial de entrada, por lo que se
produce un error de pendiente como el visto en la figura 4.79. De ahi se deduce un
criterio de compromiso en el disefio de los DM: un valor grande de & permite seguir
variaciones rapidas de la sefal analogica de entrada, mientras que un valor pequefo
de & reduce el ruido de cuantificacion.

Si se pudiera limitar la maxima pendiente de la sefial de entrada, podria utilizarse un
valor pequefio de d sin error de pendiente. Esta limitacion se podria conseguir con un
bloque integrador a la entrada del DM (conectado en cascada). Como la respuesta
frecuencial del integrador es de tipo paso bajo, las altas frecuencias y, en consecuencia,
la velocidad de variacion temporal de la sefal se verian reducidas.

La adicidn de un integrador en el emisor es la base de la modulacion delta-sigma (A-Z).

Pero, antes de profundizar en ella, conviene hacer una revisién del DM. Volviendo a la
figura 4.81, se observa:

X,[n] = x,[n-1] + e [n] (4.72)

y usando (como en el capitulo 2) el operador D' para indicar un retardo de una muestra,
puede reescribirse esta ecuacion como:

x[n](1-D7") = eln] = (4.73)

En el ejemplo 2.4.1 se introdujo una aproximacion del operador derivativo basada en
una primera diferencia entre la muestra actual y la anterior (denominado operador de
primera diferencia de retorno):

d 1-D
4 - — (4.74)
cuya operacion inversa es:
. T
[ T o (4.75)

Si se supone el periodo de muestreo T normalizado a la unidad, T = 1, la relacién
anterior (4.72) entre x[n] y e,[n] puede aproximarse por una integral. Asi, se puede
pasar del modelo del transmisor DM de la figura 4.81, a un modelo equivalente
analégico como el de la figura 4.82, donde se ha obviado el codificador.
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Fig. 4.82. Modulador delta analégico

Por un razonamiento similar, el esquema del receptor de la figura 4.81 seria, en su
version analégica, el de la figura 4.83 (obviando ahora el decodificador).

t ~
L Jp Xq() FLTROP. BAJO |

|

Fig. 4.83. Demodulador delta analégico

El filtro paso bajo se ha afiadido para mejorar la reconstruccién, asi como para eliminar
ruidos cuya frecuencia sea superior a la banda de la sefal x(t).

Desplazando la funcién del bloque integrador del receptor a la entrada del emisor
(figuras 4.82 y 4.83), se llega al esquema de la figura 4.84. De este modo, en lugar de
recuperar la sefial x,(t) integrando la sefial u(t) en el demodulador, se evita esta
operacion a cambio de transmitir la integral de x(f).

[
e (f) |
x(t q e (t u(t)
( ): . +_e(t) +5 q( ) SINCRONIZADOR ! FILTRO P.BAJO| .
- ’ %Q = | 7
- - e(t) [
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ruwTRELOJ |
[
A [
X(t) I
[
f I
’ S I
- [
|  RECEPTOR
EMISOR | ,(DEMODULADOR)
( MODULADOR) I

Fig. 4.84. Modificacién del modulador delta analégico
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Aplicando ahora movilidad a los dos integradores del modulador, el esquema anterior
pasa a ser el de la figura 4.85, correspondiente al de un modulador delta-sigma.

e ()
X0 e) me) e, u(t)
—>(_ > f > | SINCRONIZADOR [>1 FILTROP8AIO >
+ R
) s(t) [
—_—5 |
retos |
|
|
| recepror
EMISOR | (pEMODULADOR)
< >l €<—>
- (MODULADOR) >|

Fig. 4.85. Modulador delta-sigma

Si bien la modulacién delta-sigma se ha popularizado con los reproductores de disco
compacto (en este caso, el interés de la modulacién delta-sigma se centra en la
conversién D/A), ya fue propuesta por Inosi en 1963 para aplicaciones de telemetria.

Algunas de las principales aplicaciones de este tipo de modulacién se centran en los
equipos de audio digital y en filiros digitales de frecuencia intermedia para algunas
modulaciones. Nétese que, en el caso de los equipos de audio digital, de gran mercado,
la modulacion delta-sigma permite abaratar el coste de los reproductores (coste de
usuario) ya que la recuperacion de la sefal de audio a partir de los valores codificados
se basa en un simple filtro paso bajo.

Cualitativamente, su analisis es bastante intuitivo. La sefial m(t) de la figura 4.85 es:

t
m(t) = f(X(T) —ey(1)) dr (4.76)
0

Si x(t) aumenta, x(t) > e,(t), también aumenta el valor de la integral (salida del bloque
integrador de la figura 4.85), y la salida e(t) del cuantificador sera +5. Si, por el
contrario, el valor de la entrada x(t) disminuye, x(f) < e.(f), la entrada al integrador se
hace negativa y su salida m(t) ira decreciendo hasta producir un valor de e (t) igual a -3.
Asi, la sefal e (t) sera una secuencia de pulsos positivos mientras la entrada x(f) crezca,
y negativos en caso contrario (figura 4.86).

El filtro paso bajo del receptor hace una funcion parecida a la de un integrador,
aumentando el valor de su salida a medida que se van acumulando valores positivos de
0 -0, mas exactamente, de la sefal ya sincronizada u(t)-, y disminuyéndola cuando &
sea negativa. De esta forma, se logra una réplica de la senal x(t).
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u(t): valores sincronizados de eq(t).

salida del filtro paso bajo en el receptor

NN

t

Fig. 4.86. Entrada y salida del receptor

- Comportamiento del modulador delta-sigma frente al ruido de
cuantificacion

Uno de los aspectos mas atractivos del modulador delta-sigma es la reduccién del ruido
de cuantificacidn en la banda de la sefial audible. Representando por H(s) la funcién de
transferencia del integrador, el modulador delta-sigma de la figura 4.85 puede modelarse
como se indica en la figura 4.87, donde q(tf) modela el ruido de cuantificacién como un
ruido aditivo.

q(t)

xt) + |+ e (t)
4><f—> Hs) 0O >

Fig. 4.87. Modelo de ruido del modulador delta-sigma

Aplicando superposicion de la entrada de sefial x(f) y de la de ruido q(t), y denotando
con mayusculas las trasformadas de Laplace de las diferentes variables, se tiene
(tomando H(s) = 1/s, la funcion de transferencia de un integrador analégico):

a) Q(s) = L[q(®)] = 0 -~ E(s) = H(s) (X(s) - E(s)) =

~ E(s) - H(s)X(s) _ 1 X(s) — E(s) 1
1+H(s) S+1 X(s) s+1
(4.77)
b) X(s) = L[x(D)] = 0 - E(s) = Q(s) - H(s)E(s) =
=>E(s):;Q(s)=>@: S

1+H(s) Qis)  s+1
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Es decir, la funcion entre la salida y la sefal de entrada x(f) es de tipo paso bajo,
mientras que entre la salida y el ruido es paso banda. Haciendo la sustitucion s = jw
para obtener la respuesta frecuencial de las dos funciones, se observa que el espectro
del ruido de cuantificacién se desplaza a una banda frecuencial mas alta que la de la
senal (figura 4.88).

E(w)

Fig. 4.88. Respuesta frecuencial del ruido

Los conversores delta sigma se utilizan también como conversores analdgico-digitales
de salida en serie. Como el cédigo equivalente a cada muestra de la sefial analégica
viene determinado por una secuencia de bits, esta salida del conversor A/D puede
conectarse a un microprocesador o a una DSP usando una sola patilla, lo que reduce
el nimero de puertos de entrada-salida del sistema.

La mayoria de conversores delta-sigma comercializados estan pensados para la banda
de audio y son valores tipicos conversores con frecuencias de muestreo de 32 kHz, 44,1
kHz, 48 kHz o 50 kHz, con una calidad equivalente a 16, 18 o0 21 bits.

4.15. Transmision asincrona

En los apartados 4.10 y 4.11 se ha supuesto una transmisién sincrona, basada en un
reloj que permitia alinear los simbolos transmitidos y recibidos. Si bien este tipo de
transmision es la mas eficiente en velocidad, no es la Unica. En muchos sistemas de
transmisién de datos en que la velocidad de las comunicaciones no es critica, como por
ejemplo en sistemas de control distribuido tipo SCADA, o bien en sistemas en los que
el bajo coste es de capital importancia, se utilizan transmisiones asincronas. Estas
transmisiones son también habituales entre un microprocesador y sus periféricos.

En una transmisién asincrona no se requieren relojes sincronizados entre el emisor y
el receptor. Los bits obtenidos como resultado de cada conversion A/D se "empaquetan”
entre un bit de inicio (start) y uno o mas bits de final (stop), los cuales indican al receptor
el inicio y el final, respectivamente, del envio de cada muestra.

Opcionalmente, pueden anadirse bits adicionales para detectar errores durante la
transmision. Las Universal Asincronous Receiver and Transmitter (UART) son los
dispositivos electronicos mas usuales en el desarrollo de comunicaciones asincronas.
Con estos dispositivos, los errores se detectan como errores de paridad, es decir, los
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bits adicionales indican si se ha transmitido un numero impar o par de "unos". De esta
forma, el receptor puede saber si durante la transmision algun bit ha cambiado de valor
ya que, en este caso, no coincidiria la informacion del bit de paridad con el nimero de
"unos" recibidos (aunque con limitaciones: varios errores pueden enmascararse entre
ellos, engafiando al bit de paridad).

Obviamente, al afadirse bits adicionales de inicio, de final y de paridad se frena la
velocidad de las comunicaciones con relaciéon a las comunicaciones sincronas. En la
figura 4.89 pueden verse las estructuras de una trama asincrona y de otra sincrona.

PARIDAD

0

1

1

8 BITS l
/ /L
YRS 80008 VENRVE{
) S — -

T Bits del caracter T Bist?oge T
Start bit Bi . Siguiente
COMUNICACION ASINCRONA it de paridad start bit

-
Cabecera de Bits de datos
sincronismo

COMUNICACION SINCRONA

Fig. 4.89. Comunicaciones asincrona y sincrona
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4.1.

EJERCICIOS

Dada la sefial x,(t) cuya transformada de Fourier X (w) viene dada por:

d)

cos?| L1 | w|<w,
X, (w)= 2 w,,
0, fuera
se pide:
Representar X, (w).

Determinar x(t) y representarla.
La senal x,(t) es muestreada con un periodo de muestreo T,= 211/3w,,, cOmo se

muestra en la figura. Dibuje y etiquete el tren de deltas p(t) utilizado en dicha
operacion.

X(f)

d

Xs(t)
%)

pty= 3. B(tnTy)

n= -

Determine P(w) y dibujela cuidadosamente.

Determine y dibuje x(f) = p(t)-x,(f) y X (w). ¢ Existe aliasing? En caso afirmativo,
indique como podria evitarlo.

La sefal x,(t) se introduce en un sistema de mantenimiento (hold), tal como se
muestra en la siguiente figura, de forma que a la salida se obtiene una nueva
sefial x,,(f). Dibuje x,().

Xs(t) HOLD Xsh(t)

- h(t)
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4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

g) Determine y dibuje X, (w).

h) Por ultimo, se desea recuperar la senal x,(t) a partir de x,(f). A juzgar por los
resultados de los apartados anteriores, ¢ es esto posible? En el caso de que lo
sea, determine y dibuje la funcién de transferencia de un filtro R(w) que permita
la recuperacion.

i) Repita los apartados e, f, gy h para T,= 2m/w,,

Una senal analdgica contiene frecuencias desde 0 hasta 10 kHz.

a) ¢ Qué rango de frecuencias de muestreo permitird una reconstruccion exacta de
esta senal a partir de sus muestras?

b) Suponga que se muestrea la sefial con una frecuencia de muestreo f,= 18 kHz.
Examine qué le ocurrira a la frecuencia de entrada f, = 5 kHz.

c) Repita el apartado b para la frecuencia f, = 9 kHz.

Un electrocardiograma analégico (ECG) contiene frecuencias utiles de hasta 80 Hz.
a) ¢, Cual es la frecuencia de Nyquist para dicha senal?

b) Suponga que se dispone de un sistema que muestrea dicha sefial a un ritmo de
120 muestras/segundo. ¢ Cual es la mayor frecuencia que puede ser procesada
de forma correcta por el sistema? ¢ Es necesario el filtro antialising?

c) Repita los apartados anteriores si el electrocardiograma tiene un ancho de
banda de 100 Hz y se muestrea a 250 Hz.

La sefal discreta x[n] = 6,35 cos(1mn/10) es cuantificada con una resolucion:
a)A=0,1 b) A =0,02

¢, Cuantos bits se requieren en el conversor A/D en cada caso?

¢, Cuantos bits por segundo son requeridos para el almacenamiento de una sefal
sismica si el ritmo de muestreo es f,= 20 Hz y se utiliza un conversor A/D de 8 bits.
¢ Cual es la maxima frecuencia que puede tener dicha sefial sismica?  Qué capacidad
(en bytes) seria necesaria para almacenar 1 minuto de sefial?

El muestreo natural encuentra aplicacion en el ambito de las comunicaciones, al poder
utilizarse como modulador de sefiales en DSB. Una senal x(f) modulada en DSB tiene
la forma y(f) = x(f) cos(w,t+®,). El proposito de este ejercicio es estudiar dicha
posibilidad. Para ello, considere una sefal x(t) de banda limitada (X(w) = 0 si |w|> w,,)
que resulta multiplicada por una senal p(f) como la que se muestrea en la figura
siguiente:
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4.7.

4.8.

= AT

S SN Y AN S SN N S S TN t
2T T 0 T 2T 3T 4T

Determine la transformada de Fourier (o el desarrollo en serie de Fourier si lo
prefiere) de la senal p(f).

Nota. La transformada de Fourier de una sefial periédica se puede obtener
desarrollando en serie de Fourier y transformando la expresion obtenida.

Se denomina x,(t) a la sefial producto de x(f) y p(f). Obtenga la expresion que
relaciona X(w) y X,(w) cuando T < 1, qist = /Wy,

La sefial obtenida, x,(f), ¢ presenta distorsion de apertura?
Obtenga la transformada de Fourier Y(w) de y(t) en funcion de X(w).

Expliqgue como obtendria una modulacion DSB de x(t) a partir de x,(f) y qué
valores de @, y w, pueden obtenerse.

La sefal x(t) = 5-cos(100 ) se muestrea a una frecuencia w,= 500. La sefal muestreada
X,(t) pasa por el filtro ideal de la figura.

H (w)
Xt xg(t) ) ¥
O—— 1 T [ [
1650 -1.350 1350  1.650

Ea(t-nrs )
Se pide:
a) Representar graficamente X(w) y X (w).
b) Determinar (graficamente) Y(w).
c) Obtener la expresion de y(t).
d) Representar, de forma aproximada, Y(w) si, en lugar del filtro paso banda, se

utiliza un ZOH (zero order hold) como reconstructor.

Frecuentemente es necesario observar en un osciloscopio formas de onda con
estructuras temporales muy cortas, por ejemplo, en la escala de las milésimas de
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nanosegundo. Puesto que el tiempo de subida de los osciloscopios mas rapidos es
superior, dichas formas de onda no pueden ser mostradas directamente. Sin embargo,
si la forma de onda es periddica, el resultado deseado puede obtenerse indirectamente
utilizando un instrumento denominado osciloscopio de muestreo.

Laidea, tal como muestra la figura, es muestrear la sefial x(t) una vez por periodo, pero
cada vez un poco mas tarde. El incremento A debe ser un intervalo de muestreo elegido
correctamente en relacion con el ancho de banda de x(f). Si el tren de impulsos
resultante se hace pasar luego por un filtro paso bajo adecuado, y(f) sera proporcional
a x(t) pero ralentizada, es decir, y(t) = x(at), donde a < 1.

x(t)

AL AL LA

A\

P

G AN N A A

F T+A-

N

STTTI Ty

Para x(f) = A+B-cos((2m/T)t+8), encuentre un rango de valores de A de forma que y(f)
sea proporcional a x(at), con a < 1. Determine también el valor de a en funcién de Ty

A.
X0 o0 v
H(w) 1 < 21
X — H(w) = da 2(T+4)
0 , fuera

plt)= Y S(tn(T+A))

n= -

4.9. La secuencia x[n] = cos(1Tn/4) se obtiene al muestrear una sefal analdgica x,(t) =
cos(wyf) a una velocidad de muestreo de 1.000 muestras/s. Determine dos valores
posibles de w, que pudieran haber dado el resultado obtenido.

4.10. Silos conversores A/D y D/A del esquema de la figura fueran ideales, la sefial de salida
y(t) seria idéntica a la entrada x,(f). Sin embargo, como ya se ha estudiado, ello no es
asi. Responda a las cuestiones siguientes:

(1) A/D p/a YO
—> >
N, bits i N, bits

Tiempo de conversion T = T
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4.11.

4.12.

a) ¢ Qué distorsiones aparecen (o podrian aparecer) en el esquema anterior?
Explique de forma cualitativa cuales son sus causas y como podrian evitarse o
corregirse.

b) Si x,(f) tiene un espectro como el de la figura:

Xy(w)
>
-y, Wy w

dibuje el espectro de las senales x,(f) e y(t), suponiendo w,> 2w, (para la representa-
cion de y(t), ignore los posibles efectos debidos a la cuantificacién).

Se desea presentar una lectura digital (en un display de cuarzo liquido) de la velocidad
de un coche, sustituyendo al sistema analdgico de presentacion. Sila velocidad maxima
a representar es de 200 km/h, con una resolucion de 1 km/h, ¢ cuantos bits debe tener
el conversor A/D? ¢ Tendria sentido un cuantificador no uniforme? ; Por qué?

Una sefial de voz con calidad telefénica ocupa la banda de frecuencias comprendida
entre 300 Hz y 3.400 Hz, como muestra la figura.

X(w)
A R E—
>
21 300 21 3400 w
a) ¢, Cual es la frecuencia de Nyquist para dicha senal?

Esta sefial es muestreada en una central telefénica a 8 kHz, con un conversor A/D no
uniforme de 8 bits.

b) Dibuje el espectro de la sefial muestreada X (w).

c) ¢, Cual es la velocidad (en bits por segundo) necesaria para transmitir una sefial
de voz en las condiciones anteriores?

La central telefénica, sin embargo, no transmite las sefiales de cada usuario una a una,
sino agrupadas en los denominados MIC 30+2. Cada MIC esta formado por 30 sefiales
como la descrita, mas dos canales de datos a la misma velocidad.

d) ¢, Qué velocidad (en bits por segundo) se requiere para transmitir un grupo MIC
30+27?
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4.13.

4.14.

4.15.

La central receptora separa los 30 canales y recupera las sefiales analogicas originales,
que son enviadas a los destinatarios.

e) Indique cualitativamente cual debe ser la forma de los filtros reconstructores,
teniendo en cuenta la distorsion de apertura.
Explique, de forma cualitativa, los puntos siguientes:

a) La(s) distorsion(es) que puede(n) aparecer en el muestreo ideal de una sefal y
la forma de evitarla(s).

b) La(s) forma(s) de reconstruir una senal muestreada idealmente.
c) La distorsion que aparece en un muestreo real y la forma de corregirla.

Los canales de comunicacion A, B y C ocupan bandas frecuenciales adyacentes, tal
como se muestra en la figura:

X(h A

N B

o
J

-60 40 -20 20 40 KHz

a) ¢ Qué canales se pueden recuperar correctamente si se muestrea la senal x(f)
a una frecuencia de 80 kHz sin utilizar filtros antialiasing?
b) ¢, Qué frecuencia de corte debe presentar el filtro antialiasing (supuesto ideal)

para que se pueda recuperar un canal mas que en el apartado a.

Se ha captado, desde una antena, una sefial s(t) = x(t)-cos 107 t, siendo x(t) una sefial
de banda limitada a 5 kHz. Utilizando electrénica analdgica, se ha implementado el
montaje de la figura:

x(t) - cos 107 ¢t

@ 1- cos 107 £
H()
1 |
FILTRO r(t)
P.BAJO [ \\

H(h 7kHz 10kHz ~ f
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4.16.

4.17.

4.18.

¢, Cual es la frecuencia minima a la que se debe muestrear la sefal r(t), considerando
que en su posterior reconstruccién se usara un filtro paso bajo no ideal con una banda
de transicién de 4 kHz?

El circuito de la figura es una tarjeta de interficie analdgica para las DSP de Texas
Instruments. Concretamente, corresponde a la serie TLC 32040. Describa la funciéon de
cada uno de los bloques de la tarjeta.

N+ — B LOW-PASS |—§ o
FILTER
IN- g— Lh;l M 8 TSR
X Yr—ACH |4 EODR
w N+ X
2 HIGH-PASS || '§ - —& MSTRCL»
A = FILTER Eg 8 SHIFT CL
Vret R —a WORD/
AT BYTE
8 CONTROL
(SINX)X L
oUT+ LOW-PASS ICORRECTION 4 OX
ouT- FILTER i
—a ECDX

Vecr  Vee- ANLG DGTL Vdd REF  ReseT
GND GND (DIG)

Se dispone de un conversor A/D unipolar de 8 bits con un margen de entrada de 0 a 10
voltios.

a) Proponga un circuito con amplificadores operacionales que permita usar dicho
conversor A/D para muestrear una sefal que va de -10 voltios a 10 voltios.

b) ¢ Cual sera la resolucion maxima con la que se pueda muestrear la sefial?

c) Determine la relacion SNR (en dB) si la sefial de entrada es una senoide.

d) Determine la misma relacion si la sefial de entrada tiene una funcion de

densidad uniforme como la de la figura:
f(x)
?
X
“Rol Xor

Una sefial estacionaria x(f) sigue una estadistica normal de media 0 y varianza 0. Si
dicha sefial se utiliza como entrada en un cuantificador de N, bits y con amplitud de
sobrecarga x,;:

a) Demuestre que la relacion que debe existir entre x,,y 0, para que la probabilidad
de sobrecarga sea inferior a 10 (es decir, un 0,001% del tiempo) es x,,= 40,.
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Nota. Es necesario hacer uso de las tablas de la funcion erf o erfc.
b) Manteniendo la relacion anterior, calcule la relacién sefal a ruido (tenga sélo en
cuenta el ruido granular).
4.19. Determine la relacion senal a ruido de cuantificacidon para un cuantificador uniforme de
N, bits, con un margen dinamico de 2x,, cuando la entrada es:
a) Una senoide de amplitud x,, / 2.
b) Una sefal aleatoria de densidad de probabilidad como la mostrada en la figura:
£(x)
X
Xol o Xot Xor
2 2
4.20. Elesquema de lafigura corresponde a un esquema simplificado de una transmision por

modulacion de impulsos codificados (PCM), mediante la cual se envia por el canal de
comunicacion una secuencia de pulsos correspondientes a la codificacion de las
muestras x,(t) de la sefial x,(f). El tempo de conversion en el conversor A/D es de 20
Ms, mientras que las restantes operaciones (filtrado, conversiones paralelo-serie y serie-
paralelo, regeneracion de impulsos y conversién D/A) son mas rapidas, por lo que las
supondremos instantaneas. También se supone ideal al canal de comunicaciones.

a) Indique el objetivo del FILTRO 1. ;Qué frecuencia de corte debe presentar si:
a.1) x(t)=e"u(t)?

a.2) x(t) = sefhal de audio comprendida entre 20 Hz y 20 kHz?

(t) 0 (t)
X 11T, CONVERSOR
FILTRO 1 - — AID Y
(cuantificacion) PARALELO -
T, ¢ SERIE
Xen(t)
pt)= Y 3(t-nT,)
n=-o
. J/
N7
sample & hold
X (t
0( ) Xr(t)
CONVERSOR
CANAL D/A ;
{ ' SEREE - (ZOH) FILTRO 2
PARALELO
Regenerador

de pulsos
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4.21.

b)

c)

d)

Dibuje, para el caso a.7 del apartado anterior (ignorando posibles efectos
debidos a la cuantificacidn), el espectro de las sefales x(f), x,(f), x,(f) y x,(f).

Indique la funcién del FILTRO 2. Dibuje, de forma aproximada, su curva de
amplificacion.

Obtenga la probabilidad de saturacion (sobrecarga) del conversor A/D si su
margen de entrada es de - 10 voltios a 10 voltios, y la sefial que se presenta a
su entrada tiene una estadistica de valores (tensiones) descrita por la siguiente
funcion de densidad uniforme:

£(x)

1/24

-12 12

Si la sefal que aparece a la entrada del conversor A/D es una senoide de 10
voltios de amplitud, y considerando solo el ruido de cuantificacion, determine el
numero de bits del conversor para tener una relacion sefal/ruido (SNR) superior
a 60 dB.

Se desea construir un prototipo de osciloscopio digital capaz de trabajar desde continua
hasta una frecuencia de 50 MHz. Se dispone de un display LCD con una resoluciéon de
320 x 400 puntos, sobre el que hay dibujada una reticula tal como se muestra en la

figura.

T

T 320 piXClS

T =TT T

T

400 pixels

El osciloscopio utiliza un conversor A/D simétrico uniforme con un rango de tensiones
de entrada desde -5 V hasta 5 V. Dado que la sensibilidad del osciloscopio debe poder
variar desde 5 mV/div hasta 5 V/div, es necesario colocar a la entrada un amplificador,
cuya ganancia variara en funcion de la sensibilidad escogida, de modo que se utiliza un
esquema como el mostrado en la figura siguiente:
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Se pide determinar:

a) El numero de bits minimo necesario en el conversor A/D.
b) La velocidad minima de muestreo del conversor A/D
c) La ganancia que debe presentar la etapa amplificadora cuando la resolucion es

5 mV/div. ;Y para una resolucion de 5 V/div?
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5

SENALES Y SISTEMAS DISCRETOS

5.1. Introduccion

En este capitulo se estudian las sefales y los sistemas discretos lineales e invariantes
(sistemas LTI) tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la transformada Z.
Si bien la realidad fisica dice que los sistemas fisicos suelen tener un cierto grado de
alinealidades y de comportamiento variante con el tiempo, también es cierto que estos
aspectos suelen ser menores en el comportamiento global del sistema, en muchos
casos. Porejemplo, en electrénica analégica, un amplificador de potencia de audio varia
sus caracteristicas a medida que los transistores (dispositivos intrinsecamente no
lineales) se van calentando; sin embargo, esta variacion suele ser tan pequefa que un
modelo lineal e invariante en el tiempo -y, por tanto, simplificado—de su comportamiento
suele ser suficiente para su estudio en pequena sefial. Los sistemas LTI son los mas
habituales en el modelado de sistemas fisicos, y sobre ellos se puede desarrollar un
conjunto compacto de herramientas de analisis y disefio. Precisamente gracias a la
disponibilidad de este conjunto universal de herramientas para el analisis de sistemas
LTI, en muchas ocasiones los sistemas no lineales se tratan aproximandolos a sistemas
lineales para poder utilizar herramientas compactas y sencillas en su analisis.

5.2. Caracterizacién en el dominio temporal

Los conceptos que se introducen en este apartado son basicos y, por tanto, capitales
para posteriores profundizaciones; tal es el caso de la respuesta impulsional o de la
convolucion de secuencias. Asimismo, se aborda un primer estudio de ciertas
caracteristicas de los sistemas, como su inversibilidad, su causalidad o su estabilidad,
las cuales seran el punto de partida para la realizacién de disenos. El apartado se
concluye con una primera aproximacion a los diagramas de programacion en formas
directas, dejandose para mas adelante otras formas de programacion. Es importante
resaltar que, a diferencia de los sistemas continuos, la convolucién no sera sélo una
herramienta de analisis, sino que también sera una alternativa para la implementacién
(programacién) de filtros digitales con la que se podra ir calculando la salida y[n] del filtro
a partir de su respuesta impulsional h[n] y de las muestras de la entrada x[n].

El céalculo de algunas relaciones que aqui se introducen sera mas eficiente en otros
dominios, como es el plano Z (de igual modo que la transformada de Laplace simplifica
ciertos estudios de sistemas continuos), por lo que se insistira mas en sus aspectos
conceptuales que en el dominio de una operatividad que, en el dominio temporal,
resultaria desproporcionadamente dificultosa.

También se introduce un apartado dedicado a las ecuaciones en diferencias. Si bien su
resolucion en el dominio temporal es mas dificultosa (excepto para ejemplos sencillos)
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que con otras herramientas que se veran posteriormente en este mismo capitulo, se ha
considerado interesante mantener este tema a fin de que el lector vea la dualidad entre
las ecuaciones en diferencias y la transformada Z respecto a las ecuaciones
diferenciales y la transformacion de Laplace para sistemas de tiempo continuo.

5.2.1. Sistemas LTI: respuesta impulsional

Los sistemas lineales e invariantes (LTI) se caracterizan por cumplir las propiedades
siguientes:

a) Linealidad:

Un sistema es lineal si y solo si podemos aplicar el principio de superposicion.

) yinJ=Txnl)
T

Fig. 5.1. Sistema lineal

Dadas dos senales de entrada diferentes x,[n] y x,[n], con salidas y,[n] e y,[n],
respectivamente, se cumple:

ki x4[n] + ky X;[n] = Ky y4[n] + k; y,[n] (5.1)
siendo k, y k, constantes.
b) Invarianza temporal:
Si la respuesta del sistema y[n] s6lo depende de T y de la entrada x[n], pero no del
instante de tiempo en que se aplica la entrada, se dice que es invariante en el tiempo,
o t-invariante.
En este caso, si en el instante de muestreo n se obtiene una salida y[n] para una

entrada x[n], un desplazamiento temporal de la entrada al instante n-n, da la misma
salida, pero también desplazada a n-n,, es decir, y[n-n,).

x[n] ET y[n]=T{x[n]}
x[n-n,] y[n-r:°]=T{x[n-n(]}

Fig.5. 2. Sistema invariante en el tiempo

5.2.2. Respuesta impulsional

Los sistemas LTI quedan determinados a partir de su respuesta impulsional, la cual se
define como la respuesta del sistema a una funcion delta.
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T{d[n] } = hln]
T{8[n-K] } = h[n-K] (5.2)

Toda sefial discreta se puede representar como una suma, ponderada por el valor de
las muestras, de funciones delta desplazadas a lo largo de los instantes de muestreo:

©

xin]= Y x[K18[n-K] (5.3)

K=—oco

donde x[k] se corresponde con el valor de la muestra en el instante k. Asi, aplicando
superposicion e invarianza:

o ©

yinl = Tix(n]} = T(Y x[KS[n-K} = Y x[K] T(8[n-K]} =

k=—eo K=—eo

©

- ¥ x[Klh[n-K] = x[n]  h[n] (5.4)

K=o

se obtiene que la respuesta del sistema no es mas que la convolucién de la excitacién
x[n] con la respuesta impulsional h[n].

5.2.2.1. Convolucién discreta (suma de convolucion)

La convolucion de dos secuencias x[n] e y[n] se define de la forma siguiente:

© o

zinl =xin] +yin] = > ximlyln-m] = }_ xin-mlylm] (5.5)

m=-oo m=-o

Propiedades:

a) Conmutativa: y[n] = x[n]*h[n] = h[n]*x[n]

©

yinl =xin] «h[n] = Y X[Klh[n-K] = {k=n-m} =

k=-c

© o

= Y x[n-mlh[n-(n-m)]= Y. x[n-m]h[m] =

m=-o m=-

=S himix{n-m]=hin] «x{r] (5.6)

m=-c
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b) Asociativa: x[n]*(h1[n]*h2[n]) = (x[n]*h1[n])*h2[n]

X[n] + (hy[n] + hy[n]) = i X[KI(hy[n-K] = hy[n-K]) =

K=—co

©

=) XK i h,[Imlh,[n-k-m]={m=m-k}=

k=-oo -

o

= i i X[Klh,[m-Klh,[n-m] = Y (xIm] * h,[m]) h,[n-m] =
00 K=o

m=— - m=-o

=x([n] * hy[n]) * hy[n] (5.7)

c¢) Distributiva: x[n]*(h1[n]+h2[n]) = x[n]*h1[n] + x[n]*h2[n]

La demostracion de esta propiedad se propone como ejercicio.

Ejemplo de convolucion grafica:

Se trata de determinar graficamente el resultado de la operacién de convolucién de la
ecuacion 5.5:

o ©

zinl =xin] +yin] = > ximlyln-m] = Y  xin-mlyim]

m=-c m=-c

El primer paso consiste en preparar el término x[n-m] —igualmente se habria podido
optar por y[n-m]. Para ello, se invierte (reflexion sobre el eje de tiempos) y se desplaza
una de las sefales sobre el eje de tiempos m.

_Xin] /g[n]
1 1 ¢ ¢1
a
Ia2
5 3 4 |1 é"s'?>" 5 3 411 3 5 =
‘ | X{n-m
v AX-m] > X[n-m]
1 1
a a
7] i
PP PPy P P ] PN . PP
5 -3 - 1 3 5 7>m I ' m
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Ofra alternativa para obtener x[n-m] es representar x[m], desplazarla n muestras hacia
la derecha, x[m-n], y hacer una reflexion del resultado:

a
&

//
n-2 | n m

n-1

El siguiente paso es ir desplazando x[n-m] muestra a muestra (dando valores a n):

1 1 n=-1

S =0 =z2-1]
2m
(todas las muestras anteriores a n = 0 son cero).
A x[n-m] A yIm]
1 1¢ ¢1 n=0
a
az
I > = 140=1=Z[0]
T R no T m
A~ x[n-m] A~ YIm]
1 1¢ o1 n=1
a
az
]‘ S = 1+a=71]

3 1 1 3 m m
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A X[n-m] A~ yIm]
1 1 ¢ of n=2
a
2
. S = ata’ =272
3 1 3 >m - >m
A x[n-m] A~ YIm]
1 14 ¢1 n=3
a 2 2
22 > = at0=a=z[3]
3 A 1 3 >m - om
A x[n-m] A~ Ym]
n=
1 1 1
a
az Z =0= Z[4]
m
Por tanto, la secuencia obtenida sera:
z[n]
/
1+a
1 ¢ ”
ata
T &£
—o—90 @9 oo
83 A1 1 3 >n

Se puede observar que la longitud (duracion) de la secuencia resultado de la
convolucion es la suma de las longitudes de las dos secuencias a convolucionar, menos
uno:

Lz=Lx+Ly-1 (5.8)

(L: longitud de la secuencia)

A la vista del anterior ejemplo de convolucién grafica y conociendo la longitud del
resultado de la convolucion por la ecuacion (5.8), es facil disefar algoritmos para el
célculo de la convolucion de dos secuencias. Entre los diferentes algoritmos que recoge
la bibliografia son bastante eficientes los denominados sistdlicos, basados en bucles
anidados. Sin embargo, como se vera mas adelante (en el apartado 8.12), es
computacionalmente mas eficiente en numero de operaciones y, por tanto, en tiempo
de calculo, seguir una camino que en este momento pude parecer extrafno: el calculo
de la convolucion mediante los algoritmos de la transformada rapida de Fourier (FFT),
lo que conlleva operar en el dominio transformado convirtiendo la operacién de
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convolucién en multiplicaciones, para después antitransformar el resultado. Algo que no
debe extrafiar ya que también era un camino alternativo (y el usual) en el caso de los
sistemas de tiempo continuo. Pero esto sera objeto de estudio en el capitulo 8.

5.2.2.2. Algebra elemental de bloques

Aplicando las propiedades anteriores de la convolucion a las conexiones mas basicas
entre subsistemas lineales, pueden simplificarse algunos diagramas de bloques.

Cascada

Siguiendo los pasos indicados en la figura siguiente, se observa que dos bloques
lineales y conectados en cascada son conmutables.

x[n] yln]

——{ h,[n] hln] ——
Il | asociativa

v

y[n]
T hinl=hin] = hnl |

| conmutativa
I v

x[n] y[n]

—=> h[n] =h[n] * h4n] +——
i \|/ asociativa

yin]

QNN hnl ——>

Fig. 5.3. Conexibén en cascada de sistemas LTI

Paralelo

La respuesta impulsional de dos sistemas LTI conectados en paralelo es la suma de sus
respuestas impulsionales.

h{[n
xIn] i + yin] x[n] y[n]

— h[n] = hy{n] th,[n —>

=7

h,[N]

distributiva

Fig. 5.4. Conexidn en paralelo de sistemas LTI
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5.2.2.3. Ejemplos de respuestas impulsionales habituales
a) Retardo puro (ideal): h[n] = 8[n-K]

Retarda la entrada x[n] en k muestras:
yln] = x[n]*h[n] = x[n]*d[n-K] = x[n-K]

b) Acumulador: h[n] = u[n]

Suma las muestras de la entrada hasta el instante n (vease la ecuacion 3.4):

y[n] = x[n] = h[n] = x[n] * i d[n-r1={m=n-r}-=
r=0

n

= x[n] * Z sim= ¥ x[K]

P
c¢) Diferencia hacia atras (backward difference): h[n] = 8[n]-0[n-1]

yin] = x[n]*h{n] = X[n]*(8[n]-6[n-1]) = X[n]-x[n-1]
Este operador es el del ejemplo 2.4.1 del capitulo 2, con T = 1 (normalizado).
d) Diferencia hacia adelante (forward difference): h[n] = 8[n+1]-3[n]

yIn] = x{n]*h[n] = X[n]*(8[n+1]-6[n]) = X[n+1]-x[n]

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Como es evidente, este operador no es causal (en el instante n tiene que conocerse el

valor futuro de x[n+1]).

e) Bloque proporcional (sin memoria): h[n] = k 8[n]

yInl = xIn]*hn] = x[n]*kd[n] = k-xin]

(5.13)

Nétese que no se ha escrito h[n] = k. Se propone como ejercicio razonar por qué esta

ultima notacion seria incorrecta.
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5.2.3. Aspectos basicos del analisis de sistemas LTI

a) Inversibilidad

xn] yin] z[n]
- h[n] h,[n]

Fig. 5.5. Sistema inverso: si z[n] = x[n], entonces h, [n] es el inverso de h[n]

El sistema es inversible si se puede sintetizar una h,[n] tal que z[n] = x[n]. Para ello se
debe cumplir: h[n]*h,[n] = &[n]. Como se vera mas adelante, la inversibilidad de un
sistema facilita enormemente su ecualizacion, aspecto de especial relevancia en
canales de comunicacion. En el ambito de la teoria de control, a estos sistemas se les
denomina observables.

Demostracion:

z[n] = yIn] * hy[n] = (x[n] * h[n]) * hy[n] = x[n] * (h[n] * hy[n]) =
= x[n] * 8[n] = x[n] (5.14)

Ejemplos:

- Dado un sistema retardador h[n] = d[n-k], la manera de obtener un sistema inversible
seria conectando un sistema avanzador h,[n] = 8[n+K] (sistema no causal):

5[n-K]*d[n+k]=5[n]

- Para un sistema acumulador h[n] = u[n] habria que sintetizar el siguiente sistema:
h,[n] = &[n]-8[n-1].

Demostracion: nétese que 8[n] = u[n] - u[n-1] y que se ha de cumplir la relacion
u[n] * h,[n] = &[n] para obtener el observador h,[n].

Por tanto, u[n] * h,[n] = u[n] - u[n-1], de donde h,[n] = &[n] - &[n-1].

b) Causalidad

La respuesta general a un sistema lineal e invariante venia dada por la suma de
convolucion:

© o

yinl= ¥ x[Klhln-K= ¥ x[Klh[n-K] , ¥ n (5.15)

K=—co K=—oco

El sistema anterior sera causal si y[n] s6lo existe con posterioridad a la aplicacion de la
excitacion (que se supone aplicada en n = 0), y nunca con antelacion a ella. Para que
esto se cumpla es necesario que h[n-k] = 0 para k > n o, lo que es lo mismo, h[n] =0
paran<0.
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hin]
/N

>n

3 -1 17 3

Fig. 5.6. Ejemplo de respuesta impulsional de un sistema causal
Si un sistema es causal, el limite inferior de la suma de convolucién (5.15) es cero.

c¢) Estabilidad (BIBO)

Como ya se ha avanzado en el capitulo 3, un sistema es estable en sentido BIBO
(Bounded Input, Bounded Output) si, para una sefial de entrada acotada |x[n]|< B, la
respuesta sigue siendo otra sefial acotada |y[n]| < «. La condicién necesaria para que
esto se cumpla es:

o © ©

yin]| =|ku: h[kIX[n—k]\skZ | hiK]| \X[n—kllska | hK]| (5.16)

y, por tanto:
i |hiK]| < e => lim__ hn] -~ 0 (5.17)

k=-

Es decir, un sistema es estable si su h[n] es absolutamente sumable. Obviamente, si
h[n] es de duracién finita (h[n] = 0 para n > M) o, dicho de otra forma, si h[n] corresponde
a la respuesta impulsional de un sistema FIR, siempre sera estable.

5.2.4. Sistemas definidos mediante ecuaciones en diferencias
finitas

Muchos sistemas usuales se pueden describir mediante una ecuacion que relacione
muestras pasadas (y, en el caso no causal, también muestras futuras) de una variable
de entrada, x[n], y de otra de salida, y[n]. Ejemplos de ello pueden ser las variaciones
bursatiles, la evolucion de las cotas de una presa hidraulica, el nivel de stock de un
almacén vy, en general, cualquier sistema dinamico del que se obtenga una informacién
en tiempo discreto, bien porque lo sea por si mismo (como seria el caso de la bolsa),
bien porque haya un proceso de muestreo de una sefal analégica (como el control
digital de una maquina).

A continuacién se muestra, acompanada de algunos ejemplos, la forma general de
resoluciéon de una ecuacion en diferencias finitas. Con ello se pretende ilustrar su
paralelismo con la resolucion de las ecuaciones diferenciales en sistemas de tiempo
continuo. Pero conviene adelantar que, asi como la transformada de Laplace simplifica
enormemente la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes
constantes, que son las que interesan, de igual modo la transformada Z que se estudia
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en los préximos apartados nos ofrecera un potente método de analisis que relegara a
un segundo plano la solucion temporal de las ecuaciones en diferencias.

Ecuaciones en diferencias finitas

Responden a la ecuacion general:

q
a,yln-1=Y_ bx[n-]] (5.18)

j=0

p
i=0

Desarrollando esta expresion se obtiene:
ylnl= (1/a,) (-a,yln-1]-a,y[n-2]-...-a,y[n-pl+box[n]+b,x[n-1]+...+b Xx[n-q])
donde y[n] es la salida y x[n] es la excitacion o entrada.

Solucidn de las ecuaciones en diferencias finitas
Consta de dos partes, la solucién homogénea (y,[n]) y la particular (y,[n]):

yin] = yu[nl + y,[n] (5.19)
Solucién homogénea

Es aquella cuya forma sélo depende del sistema y no de la excitacion (respuesta libre).
Se obtiene forzando:

zpj a, yin-1-0 (5.20)
i=0

es decir, anulando la excitacion.

La ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea se obtiene sustituyendo los
retardos de la ecuacion homogénea anterior por el operador D:

P P
Y a, yln-1=0- Y a,D'=0 (5.21)
i=0 i=0

siendo D" el operador de retardo (retarda la funcién i muestras) ya visto en capitulos
previos. Las raices de la ecuacién caracteristica seran los valores de D que cumplan la
ecuacion anterior.
Las soluciones de la ecuacién homogénea son autofunciones del tipo:

yuln] = ¢, D, (5.22)

Notese que cualquier adelanto o retardo de y,[n] reproduce funciones con la misma
forma (autofuncién):

yh[n'nol = C1 D-I‘lo Dn = Cz D’7 (5.23)
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(en sistemas de tiempo continuo, las autofunciones de las ecuaciones diferenciales son
funciones exponenciales por el mismo motivo: las sucesivas derivadas reproducen la
misma forma de la funcién).

Solucion particular

Es la que determina la forma de la respuesta forzada al sistema. Depende de la forma
de la excitacién, al igual que ocurria con las ecuaciones diferenciales.

Ejemplos de resolucién de ecuaciones en diferencias:

a) y[n] = 1/2 y[n-1] - 1/2

Solucion homogénea:

yinl - 2yin-1]-0

(solo un retardo: sistema de primer orden)
Ecuacion caracteristica:

1-1p10
2

se obtiene D = 1/2. Asi, la solucion de la ecuacion homogénea sera:
yolnl = G, (Ly
2

Se puede ver que la forma de la solucién homogénea es del tipo C a". Como la funcién
potencial se puede denotar de la forma:

a" = exp (nIn(a))

puede darse una interpretacion de constante de tiempo al término 1 = -1/In(a) para a<1,
de modo que a" = exp (-n/T)

Este ejercicio también podia haberse enfocado con una formulacién no causal,
partiendo de y[n+1] = 1/2 y[n] - 1/2, con lo que la ecuacibn homogénea seria
D - 1/2 = 0. El resultado (D = 1/2) es el mismo. En nuestro caso, se ha preferido partir
de ecuaciones en diferencias con enunciados causales por ser las mas usuales en la
practica.

Solucion particular:

La excitacion del sistema es x[n] =-1/2. Asi, se tantea una solucion particular que sera
también una constante y,[n] = C,.

Sustituyendo C, en la ecuacion:
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1 1 1 1
n=—=yln-1-—, C,=—C,——
yin] 2y[ ] > 275 G5
Por tanto, C, = -1.

Solucién general (homogénea + particular):

yin] :01(%)"1

Para obtener el valor de la constante C,, es preciso conocer las condiciones iniciales del
sistema. Si se supone que y[0] = O:

y[O]—O—C1(%)°—1 C,-1

En este ejemplo no hay respuesta debida a las condiciones iniciales, que son nulas.
Cuando solo hay respuesta a la excitacion, se dice que la respuesta es de tipo zero
state.

b) yin+2] + Ay[n+1] + By[n] = 0

Como se puede observar, no existe excitacion; por tanto, no habra respuesta forzada
(o, lo que es equivalente, no habra solucion particular). La solucién general vendra dada

por la solucién homogénea (o, en otras palabras, por la respuesta libre).

Haciendo el cambio de variable m = n-2 se obtiene la forma de la ecuacién en
diferencias finitas:

ylm] + Aym-1] + Bym-2] = 0
cuya ecuacion caracteristica viene dada por:
1+AD" + BD?*=0
Se trata de un sistema de segundo orden con raices R1y R2:
1+AD"+BD? = (D-R,) (D-R,) = 0
La solucién homogénea (y, en este ejemplo, general) vendra dada por:

Yuln] = Y] + ypoln] = C, R" + C, R

¢) yin] - 1,1y[n-1] + 0,3y[n-2] = 0, con y-1] =2 2] =6

Este sistema no tiene excitacién, x[n] = 0. Las condiciones iniciales que provocan la
salida del sistema son: y[-1] = 2, y[-2] = 6.
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La ecuacion caracteristica:
1-11D"+0,3D? = 0
tiene raices de valores R,= 0,5y R,= 0,6. La solucion homogénea sera del tipo:
y,[n] = C,(0,5)" + C,(0,6)"
Aplicando las condiciones iniciales:

1-2-cyeo
yi-11=2 C1(0,5) C2(0,6)

21-6-C () +C,(——
y[-2]=6 C1(0’5) C2(0,36)

se obtiene C,=4 C,=-3,6

Six[n] =0, no hay respuesta forzada. Solo habra respuesta libre, la cual se corresponde
con la homogénea:

yInl = y,[n] = yiuln] + ypoln] = 4 (0,5)" - 3,6 (0,6)"

R
C.i,
C.,
‘ ¢ 04
11111**.0,07 ”n
0,16 015 o1
s 028 0,21

c.i. : valores de las condiciones iniciales
Analisis de la respuesta libre:

Teniendo en cuenta la interpretacién de la constante de tiempo definida anteriormente
en el primer ejemplo, T = -1/Ln(a), se observa que la respuesta esta formada por la
combinacion de dos constantes de tiempo:

1=1,44
1= 1,95, de caida mas lenta que la anterior.
/N
4
.\ —— Yh
\\ 2
1
T\\T\ 05 425
| . o >
: : : L _ e n
: : : ,-*"‘ 05
e o8 T
D -® a3
36 ¢ -2,16
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Cuando la respuesta sélo es debida a las condiciones iniciales (no hay excitacion),
como ha sido el caso de este ejemplo, se dice que es una respuesta de tipo zero input.

d) yln] - 0,8y[n-1] + 0,2y[n-2] =0, c.i. y[-1] = 20 y[-2] = 50

La ecuacion caracteristica viene definida por:
1-0,8D"+0,2D?=0

cuyas raices aparecen en el plano complejo

R,=0,4+0,2j-—|+26.5°
/5

R,-0,4-0,2j-—|-26.5°
/5

La respuesta libre vendra dada por:
1 n 1 n
y[n]=C,(—]226.5)" + C(—[=26.9)
V5 /5

de donde, aplicando las condiciones iniciales, se hallan los valores de las constantes:

C,=3+4j=5|+53°
C,=3-4j=5|-53°

y[n] =5 ej53° (i)n ejn26,5 +5¢ -j53° (i)n e -jn26,5 _
5

/5

- 10 (-1 y" cos(26,5n+53)
V5

Analizando la respuesta libre se puede observar que corresponde a una oscilacion
amortiguada, con una envolvente (e™*) cuya constante de tiempo es:

1

1
Ln(—)
V5

T=- -1,24
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5.2.5. Diagramas de simulacion (o de programacion) de
ecuaciones en diferencias

Los diagramas de programacion consisten en una representacion grafica de las
ecuaciones en diferencias. Aparte de facilitar, gracias a su caracter grafico, la
programacion en ordenador de las ecuaciones, también son Utiles para evaluary reducir
el numero de operaciones necesarias para la programacion de una ecuacioén, como se
vera al pasar de la programacion en forma directa de tipo | a la de tipo Il

5.2.5.1. Elementos basicos

Los componentes elementales para la representacion del diagrama de simulacion (o de
programacion) de un sistema discreto son:

a) Sumador

x[n] rin] = x{n]+y[n]

4

yn]

b) Multiplicacion por una constante

x[n] ax[n]

c¢) Retardador

x[n] x[n-1]

En este bloque se ha utilizado un operador z en lugar del operador D. De momento,
considérese que es solo un cambio de nombre (z = D), y mas adelante (transformada
Z) ya se evidenciara el motivo del cambio.

5.2.5.2. Alternativas de representacion

Para ilustrar las principales alternativas para representar el diagrama funcional de un
sistema discreto se toma, a titulo de ejemplo conductor, la ecuacién:

yln] = b x[n] + a, y[n-1] + a, y[n-2] (5.24)
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a) Indicacién de las multiplicaciones como bloques:

x[n] y[n]
b + >
2-1
3, |e yIn-1]
A 4
71
% yin-2]

b) Indicacion de las multiplicaciones como ramas de un flujograma:

b y[n]
Z-1
a1
@4 < yIn-1]
v
Z-1
a,
< yin-2]
¢) Representacion total como flujograma:
x[n] b yn]
» 4

o——4b—~<t——

5.2.5.3. Diagramas de programacion: tipos de realizaciones

Se describen dos de las principales alternativas para representar un sistema discreto:

la programacion directa de tipo | y la de tipo Il

Otras posibles realizaciones, como la programacion en paralelo y en celosia (/attice), se
posponen a otros capitulos, una vez se hayan introducido nuevas herramientas que

facilitaran su presentacion.
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a) Forma directa I:

Partiendo de la ecuacion en diferencias:

yin] = a,y[n-11+a,y[n-2]+...+a,y[n-Nl+byx[n]+b,x[n-1]+...+b,x[n-M] (5.25)

la lectura directa de la ecuacién lleva al diagrama siguiente, donde se destacan las
partes FIR e IIR del sistema.

b 1
X{n 0 n
[n] o o > {>y[ ]
Z'y b, & A a, vz
Z''v b, A A a, v z'
£ <3
Z'y b, 2 2 as vz
z" v bM A A an v z"
(no recursiva) (recursiva)
FIR IR

Si no existiera la parte IIR, se tendria la representacion transversal, o forma directa de
un filtro FIR:

xIn] x[n-1] x[n-2] x[n-M]
> Z' > Z >z

vbo b, b, b by,

+ - +

yn]

Nétese que esta estructura es facil de programar en un ordenador. Si x[n] es la entrada
al algoritmo (por ejemplo, es la salida de un conversor A/D), basta con ir leyendo las
muestras de x[n] al mismo tiempo que se desplazan en memoria las lecturas anteriores,
multiplicar todos los valores por su correspondiente factor b, y sumar los resultados.

Pero la programacion en ordenador no es la unica via de realizacion. En el mercado, se
encuentran dispositivos analégicos que producen retardos (bloques z'), normalmente
basados en tecnologia de transferencia de carga entre condensadores (CTD) o en
ondas acusticas de superficie (SAW). El esquema funcional de un retardador analégico
por desplazamiento de carga es el de la figura 5.7, donde los interruptores MOS
—gobernados por un reloj digital- van transfiriendo la carga entre los sucesivos
condensadores, de modo que la sefal a la salida quede retardada respecto a la de
entrada un tiempo igual a la suma del retardo de cada transferencia. Su funcionamiento
recuerda al de varios médulos de muestreo y mantenimiento, como los vistos en el
apartado 4.2, operando en cascada.
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? -—
RELOJ
L 1 |1 |1 1
entrada Vi \2 vz v, salida
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P
| [ 1 | | | [
entrada m /@_\
pa——

P —— ]
"2 S .\ |
l N — I

Fig. 5.7. Retardador por desplazamiento de carga

A su vez, los dispositivos CTD pueden ser simples (cada chip produce un retardo
elemental, z') o compuestos (cada chip puede implementar todo el filtro transversal).
En el primer caso, los coeficientes b; se pueden ajustar mediante amplificadores
operacionales (vase la figura 5.8).

LINEA DE RETARDO ANALOGICA (N CHIPS EN CASCADA)

| TAB 1 TAB 2 |TABS |TAB4HTAB5 -

ENTRADA

BRRRY WY
SALIDA

Fig. 5.8. Ajuste de los coeficientes de un filtro transversal mediante resistencias

Los CTD compuestos, que tipicamente permiten velocidades de muestro de varias
decenas de MHz, son soluciones a medida (custom), que resultan econémicas sélo para
grandes series y en las que se puede especificar el valor de cada coeficiente b, en el
encargo del filtro al fabricante.
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b) Forma directa Il:

Partiendo de la forma directa |, y aplicando la conmutatividad de bloques conectados en
cascada de los sistemas LTI, se llega a la forma directa Il:

- R “EDV["]

Y Z

>< conmutativa (LTI)
P B\

by yin]

!
AP A Y=

x[n]

A4

vZ' yz' b &

1~

vZ vz b, B

AR Ap V=

x[n] b, y[n]

~ VY
L

AP Ao V=
\

En los graficos anteriores se ha supuesto que N es igual a M. Si no fuera asi, algunos
coeficientes serian cero.

Esta segunda forma de realizacién directa contiene un menor numero de retardadores.
Si esta estructura se programa en un computador (sea un ordenador, un
microcomputador o una DSP), la reduccion del numero de retardadores conlleva una
disminucién de la capacidad de memoria necesaria para la programacién. Si, por el
contrario, se opta por programar la estructura mediante una linea de retardo analégica,

la circuiteria queda reducida como consecuencia de la reduccién del numero de
dispositivos retardadores.

Factores de seleccion del tipo de realizacion:

Los factores principales que determina el uso de uno u otro diagrama de programacion
son:

- El numero de operaciones (criterio de tiempo).

- El numero de retardadores (criterio de coste)

- La propagacion de errores de truncamiento y redondeo en los calculos (criterio
de precision)

- La sensibilidad (criterio de fiabilidad y estabilidad del algoritmo).

Mas adelante se volvera a insistir en estos aspectos de seleccion.
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5.3. Analisis en el dominio transformado.
Transformada Z

En este apartado se introduce una potente herramienta para el analisis de los sistemas
discretos: la transformada Z. Aparte de simplificar el calculo de las respuestas
temporales de los sistemas LTI, esta transformada también es una herramienta basica
para el analisis de su estabilidad y de la forma de su respuesta frecuencial. Con ella
también se pueden abordar otros tipos de diagramas de programacion y estructuras
realimentadas, dificiles de formular e imposibles de evaluar sélo con las herramientas
vistas en el apartado anterior.

Para aplicaciones de control, la forma mas intuitiva de introducir la transformada Z es
a partir de la transformada de Laplace de una secuencia. Ello es asi porque la practica
totalidad de las aplicaciones en control son causales. Sin embargo, en procesado de
senal (por ejemplo, para comunicaciones) las operaciones con secuencias no causales
también se producen con cierta asiduidad (como es el caso de la realizacion de filtros
ideales). El procesado no causal puede provocar una cierta extrafieza a quien esté sélo
habituado al procesado analdgico, donde la anticausalidad es sin6bnimo de
irrealizabilidad, pero ello no debe extrafiar: basta con pensar que se ha almacenado una
secuencia en la memoria de un ordenador. Si el procesado en tiempo real no es un
requisito, una vez guardadas las muestras se pueden procesar tanto "hacia delante"
como "hacia atras". Supongamos, por ejemplo, que se procesa una imagen en una
camara de video a fin de ofrecer una mejor calidad al usuario: si se digitaliza la imagen,
se almacena y posteriormente se procesa (aunque sea de forma no causal), la
sensacion subjetiva del usuario puede ser de instantaneidad si el procesado ha sido lo
suficientemente veloz. En este apartado, se hace un enfoque de la transformada Z en
el que se consideran tanto situaciones causales como no, y se evidencia su estrecha
relacion con la transformada de Laplace para secuencias causales.

5.3.1. Respuesta de un sistema discreto a exponenciales
complejas

Supdngase un sistema, definido por su respuesta impulsional h[n], que se excita con
una entrada del tipo x[n] = z", donde z es un complejo cualquiera descrito de la forma
maédulo-argumental: z = r e/?, y r la magnitud de z y Q su argumento.

z" y[n]
—»  hin] >

Fig. 5.9. Excitacion compleja
La respuesta y[n] del sistema sera:

y[n] =z " *h[n] = i: hlk] "% = z”i hlklz ™% = z" H(z) (5.26)
K=—co

K=—co
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donde se ha definido H(z), la transformada Z de h[n], como:

Z(h[K]) = fj Akl z % = H(z) (5.27)

k=-c

Nétese que la salida y[n] para esta entrada en particular, x[n] = Z", es el producto de
dicha entrada por H(z). Mas adelante se retomaran las implicaciones de esta
circunstancia.

5.3.2. Relacion entre las transformadas de las secuencias de
entrada y de salida en un sistema LTI

Sea un sistema LTI como el de la figura, con una sola entrada y sin condiciones
iniciales:

X[n] yIn]
-~ hn 5

Fig. 5.10. Sistema LTI

en el que la transformada Z de la salida viene determinada por:

© o

Z(yIK]) = Y(z) = i yinlz" =Y () xklhin-k])z™" =

= N=-o0 K=-«

(5.28)
=Y Y xKlz " hln-K]
N=-c Kk=-o
y, realizando el cambio n-k = m; n = m+k,
@) - ¥ Y dkz 2 him) - X@)HE) (5.29)

Mm=-c0 K=-oo

se obtiene H(z) como la funcién de transferencia de un sistema discreto (relacion entre
las transformadas de la salida y de la entrada):

H(z)—% (5.30)

Es decir, mediante la transformada Z se podra determinar la salida Y(z) de un sistema
discreto como el producto de la transformada de la entrada por H(z), sin tener que
recurrir a la operacion de convolucién en el dominio temporal. Los lectores habituados
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a la transformada de Laplace para el analisis de sistemas continuos seguramente ya
intuiran que ello aportara otras ventajas, como el uso de diagramas de polos y ceros,
y los andlisis de estabilidad y de respuesta frecuencial. Cuando se haya profundizado
un poco mas en esta transformada, se iran analizando estos aspectos.

5.3.3. Definicion

La transformada Z (bilateral) de una secuencia x[n] viene dada por (véase la ecuacion
5.27):

©

X(2)=Y xinlz™" (5.31)

N=-o

donde X(z) es una funcion de variable compleja definida mediante una serie de
potencias.

Para secuencias causales,’ se define la transformada Z unilateral, equivalente a la
definicion anterior pero con el limite inferior del sumatorio igual a cero.

©

X(z) =) xinjz™" (5.32)

n=0

5.3.4. Transformada Z unilateral: relacion con la transformada
de Laplace

Supdngase que se ha obtenido un secuencia discreta causal x[n] como resultado de un
proceso de muestreo de una sefal analégica. Recuperando la inclusion del tiempo T en
la variable independiente de la formulacion se tiene que x[n] = x,(f) = {x(0), x(T),
x(2T),...}, siendo x,(t) la sefial muestreada.

Como se ha visto en el capitulo 4, puede describirse la funcién f,(t) como el producto de
la sefal analdgica de entrada f(t) con un tren de deltas de Dirach:

x (1) E x(nT) 8(t-nT) (5.33)
n=0

' Seentiende por secuencias causales aquellas que se pueden interpretar como la respuesta impulsional
de un sistema causal. Estrictamente, la causalidad es un atributo de los sistemas, no de las sefales, y
se dice que un sistema es causal si y solo si su respuesta impulsional no se adelanta a la excitacion:
h[n] =0, ¥V n < 0. Generalizando, también se dice que un secuencia x[n] es causal si x[n] =0,V n<0.
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Recordando que la transformada de Laplace unilateral de la funcién &(t) es L{d(f)} = 1,
y que, por la propiedad de traslacion en el tiempo, L{5(t-nT)} = "™, se puede escribir:

©

Lix @t} =Y x(nT)e " (5.34)

n=0

donde se ha aplicado la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace.

Comparando esta ultima expresion con la definicidn de la trasformada Z, es inmediato
comprobar que, si se fuerza la igualdad:

-1

_eTs (5.35)

puede interpretarse la transformada Z de x[n], X(z), como la transformada de Laplace
de la secuencia muestreada f(t)

Una primera lectura de esta igualdad es que la variable z tiene la interpretacion fisica
de un operador de retardo en el tiempo de T segundos (periodo de muestreo). Pero aun
se puede profundizar mas en la relacién entre la transformada Z y la transformada de
Laplace. Detallando la variable s en el plano complejo, se tiene que s = o+jw. Asi, se
puede identificar la variable z como:

z=eTogioT (5.36)

En el apartado 5.3.1 se habia llegado a la transformada Z partiendo de un complejo
genérico z = r €. Comparando esta expresién con la anterior, se identifican dos
términos:

r-e
- (5.37)
el =eM - Q=wT

es decir, el radio r esta relacionado con el término o la variable s (recuérdese que los
sistemas continuos causales son estables para o < 0 —semiplano izquierdo del plano S—
e inestables para o > 0). La variable Q, que es el argumento del complejo z, coincide
con la frecuencia discreta Q = wT introducida en el apartado 3.2 como frecuencia
discreta de una senoide.

De ello ya puede intuirse que el mdédulo r de la variable z estara relacionado con la
estabilidad, y que su argumento Q lo estara con la respuesta frecuencial.

Haciendo la transformacion geométrica (mapeado) z = e, pueden establecerse
equivalencias entre ambos planos S y Z, los cuales se ilustran en la figura 5.11.
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AN jw
Ys ImZ
2 N
A r=1
Ys
0 2\ Q
| 7
g ws7 Re Z
2
Y
-ws
2 PLANO Z

PLANO S
Fig. 5.11. Relaciones entre el plano S y el plano Z

Noétese que el semiplano izquierdo del plano S queda mapeado en un circulo de radio
unidad, y que el eje jw lo hace sobre su circunferencia. A medida que nos desplazamos
sobre el eje jw, lo hacemos sobre la circunferencia en el plano Z. Al alcanzar la
frecuencia wy/2, la maxima frecuencia correctamente muestreable a una velocidad
T=21m/w (frecuencia de Nyquist), se ha completado una vuelta al circulo. Si, a partir de
este punto, se sigue aumentando la frecuencia en el eje jw, sabemos, por el teorema
del muestreo, que se van reproduciendo los alias del espectro en banda base: lo mismo
ocurre en el plano Z, pues se van dando vueltas sobre la circunferencia, repitiéndose
el mismo punto cada incremento Aw = w,. Notese la coherencia entre la frecuencia
discreta Q y la continua: en Q =11, se tiene w = wJ/2 = /T = Q/T.

En la figura siguiente, donde la linea gruesa corresponde al lugar geométrico de los
puntos con coeficiente de amortiguamiento constante, puede observarse como se
transforma una region determinada del plano S en el plano Z.

“ jw
= Im z
o J/ ¢ wg
(3 2) 2
\
o @ o @ Re
©) 4)
v
@) (9) L ws
oo 2
PLANO S PLANO Z

Fig. 5.12. Transformacién de puntos entre los dos planos
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De la comparacién de los dos planos ya pueden avanzarse algunas conclusiones para
secuencias causales:

- Los sistemas descritos mediante la transformada Z son estables si sus
polos estan en el interior de la circunferencia de radio unidad, es decir,
si |z| <1.

- La presencia de un solo polo fuera del circulo de radio unidad conlleva
la inestabilidad del sistema (pero no los ceros).

- Se obtiene un oscilador discreto si los polos estan sobre la circunferencia
(|2 =1).

- La respuesta en régimen permanente senoidal (que se obtiene
particularizando s = jw en sistemas continuos), se obtiene en la
circunferencia de radio unidad (r = 1), es decir, cuando z = &% = ¢’

- La resonancia es tanto mas acusada cuanto mas cerca estan los polos
de H(z) a la circunferencia de radio unidad.

La relacion entre los planos S y Z que se ha apuntado en el presente apartado se
denomina de "invarianza impulsional". Hay otras aproximaciones entre los planos Sy
Z menos exactas pero mas operativas. Estas relaciones entre ambos planos se trataran
en el capitulo dedicado al disefio de filtros digitales.

5.3.5. Ejemplos de obtencion de transformadas Z

5.3.5.1. Transformada de una secuencia finita y causal

Sea la secuencia s[n] ={ 2, -3, 4, 8, 6, 0, 5}, iniciada en n =0y nula paran > 6y para
n < 0. Si esta secuencia se asocia a la respuesta impulsional de un sistema, éste sera
causal ya que la respuesta no se produce antes que la excitacion (s[n] = 0 para n < 0).
Graficamente, la secuencia solo toma valores no nulos en el semieje positivo ("derecho")
del eje de tiempos, por lo que en ocasiones se dice que son secuencias "orientadas a
derechas".

q
01"
[ ]
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Aplicando directamente la definiciéon de la transformada, se obtiene:
S(z2)=2-3z7"+4z°+8z°+6z*+57°

Como es inmediato comprobar, S(z) es finita para todos los valores de z, excepto para
z=0.

5.3.5.2. Transformada de una secuencia finita y no causal

Se considera ahora la secuencia s[n] = {1, 4, 0, -3, 2], iniciada en n = -8 y finalizada en
n=-4.Paran>-4yparan<-8,s[n]=0.

Si esta secuencia fuera la respuesta impulsional de un sistema, se habria adelantado
8 muestras ala aparicion de la excitacion: seria la salida de un sistema no causal. Como
la secuencia solo tiene valores no nulos en el semieje negativo ("izquierdo") del tiempo,
se denomina "orientada a izquierdas". Su transformada Z es, aplicando directamente la
definicion de la transformada:

S(z)=22+47-32°+ 27

Observese que S(z) esta definida para todos los valores de z, excepto para z = .

5.3.5.3. Transformada de una secuencia finita y no causal, con
repuesta bilateral

Si la secuencia s[n] = {1, 3, 9, -1, 7, 2} estuviera centrada entre los instantes n = -2y
n = 3, y fuera cero para el resto de valores de n, su representacion grafica ocuparia
parte del semieje positivo de tiempos y parte del negativo (secuencia que se denomina
bilateral). Esta secuencia no podria ser la respuesta impulsional de un sistema causal,
pues las muestras en n =-2y en n = -1 se habrian anticipado a la excitacion.
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En este caso, la transformada Z es:

S(2)=2+32'+9-7"+77%+ 273

la cual converge para todos los puntos del plano Z, excepto para z= 0y para z = .

5.3.5.4. Transformada del impulso unitario

Considérese el impulso unitario s[n] = 8[n]. Su transformada es inmediata:

S(z) = i d(mz"=z0=1 (5.38)

Esta transformada presenta convergencia para todo valor de z (y la region de
convergencia sera todo el plano Z).

Transformadas de secuencias de duracion infinita

5.3.5.5. Transformada de un escaldn unitario

Si ahora se considera un escalén unitario, u[n] = 1 paran > 0, y cero para n <0, se
tiene:

Zuln) = Uz) = Yz 7 = —

n=0 1-z

(5.39)

-1

Es importante destacar que el sumatorio anterior sélo converge si |z|>1. En este caso,
se dice que la regién de convergencia (ROC) de la transformada Z del escalén unitario
es la zona exterior a una circunferencia de radio unidad. O, en otras palabras, es una
circunferencia de radio igual al polo (raiz del denominador) de la funcion U(z).
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5.3.5.6. Transformada de una secuencia exponencial

Sea la secuencia s[n] = €?"-u[n], con a > 0. Su transformada Z sera:

Z(e " u[n)) - E an - E eazy-—1 (5.40)

En este caso la ROC esta definida por |z| > e?. Sino el sumatorio diverge y la
transformada no esta definida. Notese otra vez que la ROC es la zona del plano Z
exterior a una circunferencia cuyo radio es el polo de la funcién S(z).

Se propone como ejercicio comprobar que la trasformada de la funcién anterior

retardada q muestras, s[n-q], es la misma que se acaba de obtener, pero con el término
Zz% en el numerador.

5.3.5.7. Transformada de dos funciones potenciales

Sea la funcién s[n] = a"u[n] + b" u[n], con a > b > 0. Su transformada sera:

S(zy=Y a"z"+ iob”z” —i(:)(az1)” +§:O(bz1)” =

(5.41)

La convergencia del primer sumatorio viene dada por la condicion |z|> a, y la del
segundo por |z|>b. Como a > b, la condicién mas restrictiva para la ROC es | z|> a. Es
decir, la ROC es la zona exterior a una circunferencia de radio igual al mayor polo de
S(z). Dado que s[n] = 0 para n < 0, la sefal s[n] puede corresponder a la respuesta
impulsional de un sistema causal.

Imz

/N

ROC

da»
\

Fig. 5.13. ROC (zona sombreada) de la ecuacion 5.41
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5.3.5.8. Transformada de una secuencia infinita orientada a
izquierdas

Sea la funcion s[n] = -a" u[-n-1]. Esta secuencia es nula para todo valorde n>0 (es una
secuencia orientada a la izquierda del eje de tiempos). Si fuera la respuesta impulsional
de una sistema, habria que entender que se anticipa infinitas muestras antes de la
llegada del impulso excitatriz: seria la respuesta de un sistema no causal.

Su trasformada Z es:

1 . .
S@z)=-Y a"z"=(n=-m)=-Y amz"=-a'z) amz"-=
n=- m m=0

I
-

z = = (5.42)

La convergencia viene dada por |a”'z|< 1, o |z|<|a|, es decir, la ROC queda definida en
el interior de una circunferencia de radio |a|.

Imz
N

ROC

Re z

Fig. 5.14. ROC del sistema de la ecuacién 5.42

Noétese que el resultado obtenido es el mismo que el del apartado 4.2.5.7 parab =0, a
pesar de que ahora sea una secuencia no causal. Por ello, no es suficiente especificar
la transformada Z de un sistema; es preciso, ademas, indicar la funcién de convergencia
para definir completamente su transformada.

5.3.5.9. Transformada de una secuencia infinita bilateral
Suponganse dos secuencias, s,[n], orientada a derechas, y s,[n], orientada a izquierdas:
s;n] = (1/3)" n=0

s,[n] = 5" n<0
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Y se forma una secuencia s[n] como la suma de las dos secuencias anteriores. Si esta
secuencia s[n] fuera la respuesta impulsional de un sistema, presentaria un término
causal® asociado a la parte de s,[n], ya que esta parte de la respuesta se produce
después de la excitacion 8[n], y otro claramente anticausal debido a la parte de s,[n]. Se
dice que s[n] es una secuencia bilateral o “no orientada”.

Su transformada Z es la siguiente:

S@)- Y 5z 7Y (Lyzn-

Observando los dos sumatorios, se ve que el término anticausal converge para |z|<|5|,
mientras que el causal lo hace para |z|> 1/3. La ROC viene definida por un anillo en el

plano Z.
Imz
AN

ROC

f Re z
K 13 5

Fig.5.15. ROC de una secuencia bilateral

Se ha afirmado que es causal porque se conoce la expresion de s[n] = (1/3)n. Si la expresion de s[n] no
fuera conocida deberiamos limitarnos a decir que podria ser causal, ya que el hecho de que la respuesta
se produzca después de la excitacion es condicion necesaria, pero no suficiente, de causalidad. Para
tener seguridad sobre la causalidad, habria que ver también si en el calculo del valor de cada muestra
intervienen o no valores futuros de la entrada o de la salida (es decir, no disponibles aun en el instante
del célculo).
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TABLA DE TRANSFORMADAS Z
SENAL RESPUESTA TEMPORAL TRANSFORMADA Z ROC
IMPULSO 5[] 1 Todo z
d[n-n,, n,>0 z " 1z|>0
dln+n,, n>0 z™ |Z| <o
ESCALON
UNITARIO uln] 1 2|1
1-z71
1
-u[-n-1] |z|<1
1-z1
POTENCIAL a"uln 1 2|>|a|
1-az'
; 1
~a"u[-n-1] 1z|<|a]
1-az™"
EXPONENCIAL e uln] _ 2|>|e|
1-e%z "
POTENCIAL
PONDERADA (n+1)a "uin] 1 2|>|al
(1-az 1y?
: 1
SENO CAUSAL (sin(Bn))uln] (sinf)z 2|1
1-2(cosB)z 1+z 2
_ -1
COSENO CAUSAL (cos(Bn))uln] 1-(cosR)z 2|1
1-2(cosB)z 1+z 2
SENO
; 1
AMORTIGUADO r(sin(Bn))uln] nsinB)z 2|51
1-2r(cosB)z '+r?z 2
COSENO
_ -1
r"(cos(Bn))uln] 1-r(cosB)z |z|>r
1-2r(cosB)z 1+r?z 2

AMORTIGUADO
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5.3.6. Convergencia de la transformada Z

La ROC (Region of Convergence) es la zona del plano Z que engloba todos los valores
de la variable z para los cuales la transformada converge.

De los ejemplos anteriores se puede inferir que las secuencias de duracion finita
convergen en todos los puntos del plano Z, a excepcidn, segun su causalidad, de los
puntos z = 0 (causales) o z = « (anticausales). Para secuencias causales de duracién
infinita, la ROC es la zona exterior a un circulo cuyo radio es el valor del mayor polo de
la funcion. Si la secuencia es de duracién infinita pero no es causal, la regién de
convergencia queda definida por un anillo en el plano Z.

Puede realizarse un estudio mas generalizado considerando una secuencia s[n] como
la de la figura 5.16, formada por una parte orientada a derechas, y otra parte orientada
aizquierdas. Logicamente, si esta secuencia es la respuesta impulsional de un sistema,
la presencia de la parte orientada a izquierdas ya permite afirmar su no causalidad
(respuesta anticipada a la excitacién).

_sln]

[T RN

5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 n

| |
1 I

parte orientada a izquierdas parte orientada a derechas

S_[n] S [In]

Fig. 5.16. Secuencia bilateral

Puede separarse la transformada Z en dos partes:

-1 -1

Slz= 3. sz " +§ sz =) snlr"e ™+
n=0

n=-o N=-o

©

+Y s[nlr"ed={m=-n}=Y s [-mlrme™+Y" s [n]r e "
n=0

m=1 n=0

sm; s [-m]|r +n§ [s.[nl|r" (5.43)
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Si las cotas de cada parte son:

sIn)| <MR" |s.nl| < NR/ (5.44)
S(z)< MZ1 R™rm . Nz% R"rn (5.45)
m= n=

El primer término es convergente para valores de z tales que |R" ri< 1, y la ROC viene
definido para |r|<|R . Con ello podemos concluir que la parte anticausal de la secuencia
queda definida en el interior de una circunferencia de radio R.. El segundo término
converge cuando |R,r'| < 1, es decir, cuando |r>|R,|. Asi, la ROC para la secuencia
orientada a derechas queda definido en el exterior de una circunferencia de radio R,.

Por tanto, la convergencia de la secuencia global viene dada en el interior de un anillo:

R, <r<R.
Imz

Re z

/
\R_

Fig. 5.17. ROC de la secuencia bilateral

5.3.7. Estabilidad

Un sistema estable (en sentido BIBO) debe cumplir la condiciéon de que su respuesta
impulsional sea absolutamente sumable:

> Jhin| < = (546)

Su transformada H(z) también debe estar acotada. En el caso de un sistema causal:

H(z)| = Z hln) z " < e = E Aln]| [z < e (5.47)
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Esta acotacion se obtiene solo si |z|>1. Notese que el valor minimo de la variable z para
el que se cumple que, si |h[n]| es absolutamente sumable, su transformada esta acotada
es |z|=1.

Por otro lado, se ha visto en las transformadas de los ejemplos anteriores que, para un
sistema causal, la ROC se define en el exterior de una circunferencia cuyo radio es el
valor del polo mas alejado del origen en el plano Z, llegando hasta |z|= «~. Combinando
la forma de la ROC con la condicién anterior de |z|>1, o mas concretamente |z, |= 1, se
deduce que, por coherencia, para que un sistema causal sea estable, sus polos p;deben
estar dentro de la circunferencia de radio unidad, |p| < 1.

Hay formas mas intuitivas para llegar a la conclusion anterior. Una es ver que, en la
ecuacion (5.47), si |z|< 1 entonces |z"|~ «, por lo que la Unica posibilidad de mantener
acotada H(z) es que h[n]|- 0 cuando n - «, contrarrestando asi el crecimiento de |z™|.
Otra forma es recordar las relaciones entre la transformada de Laplace y la
transformada Z, que se ha visto en el apartado 5.3.4, mediante las cuales el semiplano
izquierdo del plano S (zona de polos estables) se convertia en el interior de la
circunferencia de radio unidad.

En el caso en que todos los polos estan en el interior de la circunferencia, la respuesta
impulsional tiende a cero. Si algun polo esta sobre la circunferencia, el sistema puede
ser estable en sentido BIBO, pero la respuesta impulsional no tiende a cero. En el
apartado 5.3.10 se veran las relaciones entre las respuestas impulsionales y la posicion
de los polos.

Imz

N\

Re z

N

zona de polos estables

Fig. 5.18. Zona de polos estables para un sistema causal

La siguiente figura muestra la posicion de los polos de un sistema causal estable
(ninguno esta en el exterior del circulo de radio unidad).
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Re z

Fig. 5.19. ROC de un sistema causal estable. La ROC incluye la circunferencia de radio unidad

Un ejemplo de sistema causal inestable seria el de la figura siguiente, donde un polo
esta ubicado en el exterior de la circunferencia de radio unidad.?

Fig. 5.20. Sistema causal inestable

En el caso de sistemas anticausales, la condicidén de estabilidad es la contraria: ningun
polo puede estar en el interior de la circunferencia de radio unidad para que el sistema
anticausal sea estable.

Para determinar la estabilidad de sistemas cuya respuesta impulsional sea finita, la comprobacién de
que la suma del médulo de todas las muestras de h[n] es finita (estabilidad en sentido BIBO: respuesta
impulsional absolutamente sumable) lleva a un camino mas directo que el calculo de su transformada

Z
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5.3.8. Propiedades de la transformada Z
Las siguientes propiedades de la transformada Z, que son las que tendran interés a lo

largo del texto, se deducen facilmente de la propia definicién de la transformada:

5.3.8.1. Linealidad

Si Xi(2) y X)(2) son las transformadas Z de dos secuencias x,[n] y X[n],
respectivamente, se cumple:

Z(a; x[n] + a, x,[n]) = a; Xi(2) + & X5(2) (5.48)

siendo a, y a, dos constantes cualesquiera.

5.3.8.2. Desplazamiento en el tiempo

Si una secuencia x{n] tiene la transformada X(z), un desplazamiento de n, muestras de
x[n] tiene la misma transformada, afectada por un factor z ™

Z(xin-ng) =z ™ X(2) (5.49)

Notese que, si x[n] es la respuesta impulsional de un sistema, un retardo de n, muestras
es equivalente a la aparicion de n, polos en el origen (z = 0) de X(2).

Demostracion:

X2 =Y An-nlz"={m=n-n)=3Y Xmz ™" =-2z"X02

5.3.8.3. Inversidn del eje de tiempos

Sea X(2) la transformada de x{n]. Entonces, la transformada de la secuencia x[-n] sera:

X2 = Z X-nz"={m=-n}-= Z X(m)(z7m)" = X(E) =Xz (5.50)
Es decir,

x-n - X(z" (5.51)
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5.3.8.4. Teorema del valor inicial

Si x[n] es una secuencia "orientada a derechas": x[n] = 0 para n < 0, puede deducirse
el valor inicial de la secuencia x[0] a partir de X(z), segun la relacion:

x[0] = lim X(z) (5.52)

Z— o

Demostracion:

o

X(2) =Y, xinlz " = x[0]+x[1]z " +x[2]z ?+... = {z~} = x[0]
n=0

5.3.8.5. Teorema del valor final

Sea una secuencia x[n] nula para n < 0. Su valor limite cuando n tiende a infinito puede
determinarse con la expresion:

lim(1-z ") X(z) = x[~] (5.53)

z-1
Este teorema tiene gran interés para determinar la respuesta en régimen permanente
de sistemas lineales.

Demostracion:

(1-z™YX(z2) = Z(x[n] -x[n-1]) = i (x[n]-x[n-1])z ™" =

n=0
N
=lim Y (x[n]-x(n-1])z " = {z-1} =
N-e n=0

= lim ﬁ: (x[n] -x[n-1]) = lim x[N] = x[]
N-oo

N-e n=0

5.3.8.6. Convolucion de secuencias

Esta propiedad es de capital importancia al operar con sistemas lineales, pues nos
permite evitar la operacién de convolucioén en el dominio temporal para determinar la
salida de un sistema o para simplificar diagramas de bloques. El operador convolutivo
se convierte en una multiplicacion en el dominio transformado:

X, [n] * Xz[n] e X1 (Z) Xz(z) (5.54)



5 Seriales y sistemas discretos 189

Demostracion:

o

yInl = x,[n] = x,0n] =3 x,[K x,[n-K]

k=—oo

o ©

Y(z)= Y (Y x[Kx,n-Ktz" ={n-k=m}-=

n=-o Kk=-c

Y Y XK x0ml z ™ = Z(x, [n]) Z(,0n)) = X, (2) X, (2)

Mm=-c Kk=-co

5.3.8.7. Multiplicacion por una secuencia exponencial

Si se multiplica la secuencia temporal x[n] por una exponencial a", pudiendo ser a un
término real o complejo, se cumple que:

a" x[n] -~ X(z/a) (5.55)

Demostracion:

o

Z{a" x[n]} = i a"x[nlz "= x[n](z/la)" ={z' =zla}=H(z') = H(z/a)
5.3.8.8. Diferenciacion de X(z)

Si X(z) es la transformada de un secuencia x[n], se cumple la equivalencia siguiente
entre el dominio temporal y el transformado:

dX(z)
dz

nxnl - -z (5.56)

Demostracion:

o

Sise deriva X(z) = Z x[n]z™" respecto a z, se tiene:

N=-co

©

L 1x(2)]- % x[n)(-nyz """
dz

n=-c

Multiplicando ahora por -z a ambos lados de la igualdad, queda demostrado el teorema:

.4 _y -
s [X(2)] n;o (nx[n])z
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5.3.9. Transformada Z de una ecuacion en diferencias. Polos y
ceros de la funcion de transferencia

Considérese la ecuacion en diferencias finitas:

N M
Y a.yln-K =Y bx[n-j] (5.57)
k=0 =

Transformando ambos lados de la ecuacién, y aplicando las propiedades de linealidad
y de desplazamiento en el tiempo, se tiene:

ﬁl: a, z *Y(z) :ﬁﬂj b,z X(z) -

o /0 y (5.58)

- Y2 az*=X2) bz’
=

k=0

A partir de esta expresion, se obtiene la funcién de transferencia, ya introducida en el
apartado 5.3.2, como:

M
Z bjz’f

H(z) - ;g; - Lo (5.59)
g a z*

Los polos de la funcién de transferencia (raices del denominador) vienen dados por:

N M

K _ g
/;) a,z ¥ =0. Y los ceros por z{; bz7=0.
= j=

Recuérdese que si el sistema es causal, los polos deben estar en el interior del circulo
de radio unidad para que el sistema sea estable. Los ceros pueden estar dentro o fuera
del circulo.

Ejemplo:

Sea el sistema descrito por la ecuacion:

yln] = a y[n-1] + b y[n-2] + x[n] + ¢ x[n-1]

Su transformada Z es:

YZ)=az'Y(2)+ bz Y(2)+ X(2)+ ¢ ' X(2)
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de donde:

H(z) - Y(z) 1+cz’ __z(z+o)
X(z) 1-az'-bz?

z%-az-b

Este sistema tiene dos ceros, uno en el origen (z=0) y otro en z = -c. Los polos son las
raices de la ecuacion z? - az - b = 0. Segun los valores de a y de b se tratara de un
sistema estable o no.

Su diagrama de programacion (tipo Il) es:

yln]

<V

A 1

yo y=
P

AT Ao Y=

Dando valores, sia=0,5,b=0,4y c=0,2, los ceros estaranen: z,=0, z,=-0,2, y los
polos en p,= 0,93 y p,=-0,43.

1
AN N
A

0,93
-0,2

N

$X

zona de polos estables

Todos los polos estan en el interior de la circunferencia de radio unidad: es un sistema
estable. Puede verse su respuesta impulsional descomponiendo H(z) en varios
sumandos:

H(z) - z(z+0,2) _ z(z+0,2) __Az | Bz
z2-0,5z-04 (z-0,93)(z+0,43) z-093 z+0,43

Los valores A = 0,8309 y B = 0,169 cumplen la ecuacion. Usando la tabla anterior de

transformadas, se puede descomponer la respuesta impulsional h[n] = Z"' (H(z)) en
dos términos:
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0,83092) Nl 0,169z

hn] = Z7(
z-0,93 z+0,43

) =

- 0,8309 (0,93)" ujn] + 0,169 (-0,43)" u[n]

Obsérvese que ambos términos son funciones potenciales que van decreciendo con el
valor de n. Sin embargo, el primero (que corresponde a un polo en el semieje real
positivo en el plano Z) no alterna los signos de las muestras, lo que si hace el segundo
término (polo en el semieje real negativo).

5.3.10. Relacion entre la posicion de los polos y la respuesta
impulsional

Con ayuda de la tabla anterior de transformadas Z de funciones habituales, y obviando
los ceros de las transformadas, pueden establecerse las relaciones cualitativas de la
figura siguiente, donde se ilustra la posicién de los polos y la forma grafica de la
respuesta impulsional.

a" u(n) L

O<a<1

o
A
(=)

hTTMq

(N
&
(D £
N

1" u(n) 4 u(n

=

N/

*—
— |
— |
-—|

o
A
-

1 ‘nTTIH

(AN 5 D

\{/
N

(n+1) a" u(n)

NI N A

m = multiplicidad del polo (m = 2 - polo doble)

o
A

[
A
-

X3
nN
o
o—|
*—o|
*—|
*—]|

o
n
-
[
n
-
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r" cos(Bn) u(n)

2R

g/

2R

Fig. 5.21. Relaciones entre la posicion de los polos y la forma de la respuesta impulsional

2R

De la figura anterior pueden inferirse las situaciones siguientes:

- Los polos simples van asociados a respuestas de tipo potencial, con

signos alternados si estan ubicados en el semieje real negativo.

- Los polos complejos conjugados presentan respuestas senosoidales.

- Los polos simples o complejos conjugados sobre la circunferencia de
radio unidad conllevan respuestas que no se extinguen con el tiempo
(mantenidas). Si son dobles (m = 2), la respuesta impulsional tiende a

infinito.

- Todos los polos situados en el interior de la circunferencia de radio
unidad, tanto si son simples como dobles, presentan respuestas que
tienden a cero.

Si se considera la relacién entre la transformada de Laplace y la Z (apartado 5.3.4.), no
son de extrafar las conclusiones anteriores, excepto en lo que respecta a la respuesta
asociada a los polos en el semieje real negativo del plano Z. Este semieje no tiene
equivalencia con los sistemas continuos.

5.3.11. Transformada Z inversa

La expresién formal de la transformada Z inversa, que se denota Z", es la siguiente

integral de contorno:
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1 n-
] - fX@)z oz (5.60)

donde el contorno de integracion es una circunferencia centrada en el origen del plano
Z, recorrida en sentido antihorario. Ello requiere efectuar operaciones de integracién
compleja sobre un contorno, algo simplificables aplicando teoremas sobre los residuos
encerrados en él. Pero, en cualquier caso, el uso de la definicion formal es engorrosa,
por lo que no insistiremos en ella. Lo mismo pasaba con la transformada de Laplace, en
que era mas operativa la descomposicion en fracciones parciales con la que se traducia
un problema complejo en varios problemas simples (desarrollo de Heaviside).

Hay dos métodos principales para la obtencion practica de la transformada inversa Z ™
la expansion en serie de potencias, que puede llevar a expresiones no cerradas, y la
descomposicién en fracciones parciales, que es el método mas comunmente empleado.
Para funciones especiales hay un tercer método, basado en el desarrollo en serie de
Taylor. A continuacion se introducen estos métodos con ejemplos:

- Expansion en serie de potencias (método de division directa)

Este método se basa en ir desarrollando en serie de potencias de z la funcién X(z), para
después deducir directamente de la definicion de la transformada Z el valor de cada
muestra de x[n] al ir variando n.

Una funcion X(z) = N(z)/D(z), siendo N(z) el numeradory D(z) el denominador, se puede
expresar como:

N(z) cociente + resto

X2 =5 D(z)

(5.61)

Si se va dividiendo sucesivamente el resto de cada division por el denominador de X(z),
se obtiene una serie de potencias de z.

Sea, por ejemplo, la funcién X(z) = z/ (z-0,1). Haciendo sucesivas divisiones, se tiene:

b4 | z-0,1
~(z-0,1) 1
0,1 | z-0,1
-(0,1-0,01 27 012"
0,01z | 2-0.1
-(0,01z"- 0,1°2z%) 0,1%z?
0,13z 2 z-0,1

0,13 z3

X(z)=1+01z2"+0,1222+0,1° 2% + ...
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Comparando esta serie con la definicion de la transformada Z:

o

X(z) =Y xnz™"

Nn=-c

puede irse deduciendo el valor de las sucesivas muestras de x[n]:

x[0] = 1
x[1]=0,1
x[2] = 0,12

En este ejemplo es facil expresar el resultado con una férmula cerrada:
x[n] = 0,1" u[n]

De todos modos, esta posibilidad de poder expresar el resultado de forma compacta no
es habitual, debiéndose dejarse como un sumatorio de los resultados de las sucesivas
divisiones.

- Descomposicion en fracciones parciales

El método de descomposicién en fracciones parciales es el mas comun, y consiste en
expandir X(z) en una suma de funciones mas elementales, directamente
antitransformables a partir de tablas elementales. Supdnganse una transformada X(z) de
la forma:

X(z) - K(z"+c, 412" " +C,,2" 2 +..xciZ+C))  KN(2)
z"+d ,z" "+, +d,z+d, D(z)

Si w > n, antes de expandir X(z) en una suma de funciones hay que dividir previamente
N(z) por D(z) hasta que el resto de la divisidén sea, al menos, un grado menor que D(z).

Ejemplo:

Sea la transformada de una secuencia y[n]:

2-35z'+252z2-05z73
1-15z1+0,52z72

Y(z) =

El numerador es de tercer orden (w = 3), igual que el denominador (n = 3). Hay que
dividir N(z) / D(z) hasta que el resto de la divisidn sea inferior en, al menos, un grado
respecto a D(z).
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2722-3522+25z7-0,5 22-1522+05z

272243272 -2 2

-0,522+15z-0,5

- 0,5z2-1,5z+0,5

Y(z) = 2
z(z%-1,52+0,5)

z2-15z+0,5=(z-1)(z-0,5)

- 0522-152+05 _,

Y(z) =2
z(z-1)(z-0,5)

- R(2)

Descomponiendo ahora a R(z) en fracciones parciales:

A B C
RZ =(—+ +
(@) = (S 2= 270,5)
A -limzR(z) - 22 -1
z-0 0,5
B - lim(z-1)R(z) - &2-1.9:05 _
z-1 0,5

C = lim (z-0,5)R(z) = 0,5

z-0,5

con lo que:

Yz -2 1.1 05 5, 1., :
z z-1 z-05 z z-1 z-0,5

y, con ayuda de las tablas de transformadas elementales y recordando que el término z”'
supone un retardo de una muestra, se tiene:

yln] = 28[n] -8[n-1]{+1-(0,5)™" Ju[n -1]
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- Descomposicién en serie de Taylor

En el caso de funciones no racionales, una alternativa es hacer un desarrollo en serie de
Taylor de la funcion y determinar la transformada inversa a partir del desarrollo en serie.

Ejemplo: Sea la funcién x[n] = 8[n] + a d[n-N], con |a|<1, cuya transformada Z es
inmediata, X(z)=1+az-N.
Siahora se define unafuncion X(z) = In(X(z)) denominada* CEPSTRUM

de x[n], se tiene que la secuencia cepstral X[n]=Z"{X(z)} ,
particularizada para este ejemplo concreto, X[n]=Z"{In(1+az ™)} ,
puede obtenerse a partir de un desarrollo en serie de Taylor. En efecto,

denominando y = a-z-N, se desarrolla una funcién f(y) = In (1 + y):

f - f(0) + f/ Py Y VAR
(V) ly0 = f(0) +f/(0)y (0)2' (0)(n_1)'

n

v oy Y
,;f(o)n!

siendo: f(0) =0,
f(v)=1/(1+v) - f(0) =1
f'(v) = -1/(1+v)? - £(0) = -1
f"(v) = 2/(1+v)> - F(0) = 2

£(0)= (-1y"" (n-1)}, n>1

Asi, la funcion f(y) sera:

©

(0= n(1+y) -3 Ay Ly 3yt Ly
n! n=1 n

n=1 .

y finalmente:

©

In(1+az ™) =Y (-1 Lgnz-ow
n

n=1

conloque xX[n]=Z "{In(1+az ™)} = (-1)""a"/n, en los instantes n = N,
2N, 3N, 4N, ...,y cero en el resto.

El nombre de CEPSTRUM viene de girar las primeras letras de SPECtrum y es el logaritmo neperiano
del espectro. Tiene utilidad, entre otros ambitos, en el andlisis y la sintesis de sefiales de voz.



198

Procesado digital de sefiales. Fundamentos

Ejemplo de utilizacion del CEPSTRUM: Sintesis y codificacion de voz

(Nota preliminar. En este ejemplo, adelantan conceptos y términos que en este capitulo aun no
se han estudiado, con el doble objetivo de ir introduciendo aplicaciones practicas de algunos
temas tratados hasta ahora y de ir motivando al lector para futuros capitulos.)

Supongamos que estamos disefiando una maquina expendedora de bocadillos, que debe
preguntar que tipo de bocadillo se desea e indicar el numero del pulsador
correspondiente a cada eleccién (se estima un tiempo de 25 segundos para este
proceso). Una vez seleccionado el bocadillo, nos indica que debemos recogerlo, junto
con el cambio, y nos da las gracias (proceso que dura 8 segundos). En total, se deben
sintetizar 33 segundos de voz. Una primera aproximacion al disefio podria basarse en
un locutor que pronunciara las diferentes frases delante de un micréfono conectado a un
sistema de adquisicion (con un conversor A/D de 8 bits), que fuera guardando en una
memoria los sucesivos cédigos digitales. Instalando en cada maquina expendedora una
copia de esta memoria con un conversor D/A, podrian reproducirse automaticamente las
frases pronunciadas por el locutor. Suponiendo que lo hiciéramos con una calidad
semejante a la telefénica, con una frecuencia vocal maxima de 3.400 Hz, y muestreando
al limite de la condicién de Nyquist, la frecuencia de muestreo ideal seria de 2*3.400 Hz
= 6.800 Hz. Dado que esta frecuencia de muestreo requeriria un filtro ideal para la
reconstruccion de la sefal, dejamos una pequeia banda de guarda entre los alias de la
sefal muestreada para poder usar filtros reales, aumentando asi la frecuencia de
muestreo a 8 kHz. Codificando cada muestra con 8 bits, serian necesarios 64.000 bits
para almacenar cada segundo de grabacién. En total, para los 33 segundos se
necesitarian 2.112.000 bits. Esta cantidad de memoria empieza a ser considerable, ya
que so6lo almacena poco mas de medio minuto de voz. Si el nimero de posibles
mensajes que puede proporcionar la maquina se va aumentando (por ejemplo, con
mensajes de espera, sugerencias comerciales, etc.), pueden llegar a necesitarse
cantidades importantes de memoria.

De igual forma, si estos mensajes tuvieran que transmitirse por un canal de
comunicaciones, éste deberia permitir la transmision de pulsos a una velocidad de 64
kbits/s. Una alternativa para reducir la cantidad de memoria necesaria para la sintesis de
voz, o bien para reducir la velocidad (concepto relacionado con el ancho de banda) para
su transmision, son los vocoders (codificadores de voz, VOice CODERS en inglés) de los
cuales hay varios tipos. Algunos de ellos utilizan el cepstrum para caracterizar la voz,
como se introducira a continuacion.

En una primera clasificacion, algunos sonidos vocales pueden ser fricativos, como la fo
la s, mientras que otros son oclusivos, como es el caso de la a o de la e (podriamos
entrar en mas detalle en esta clasificaciéon, pero nos basta con distinguir entre los
fricativos y los oclusivos para nuestro propdsito). La onda acustica generada por la sefial
de voz es una onda de presioén en cuya construccion intervienen las cuerdas vocales, el
tracto vocal, la cavidad nasal, la lengua y los labios. La glotis es el espacio interior y
medio de la laringe, limitado a los lados por las cuerdas vocales. Si se fuerza que circule
aire por la glotis manteniendo tensas las cuerdas vocales se produce una vibracién que
envia al tracto vocal unos pulsos de aire cuasiperiodicos, basicos para la generacion de
sonidos oclusivos. Cuanto mayor es la tension de las cuerdas vocales, mayor es la
frecuencia fundamental de la voz (pitch de la voz), al igual que ocurre con una guitarra.
Por el contrario, para generar sonidos fricativos se dejan abiertas las cuerdas vocales,
de forma que al salir el aire se produce una turbulencia que excita el tracto vocal como
si se tratara de un ruido de banda ancha. Un modelo para la produccion de la voz podria
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ser el de la figura 5.22, donde el interruptor selecciona entre un generador de pulsos
periodicos (para los sonidos oclusivos) u otro de ruido (para los fricativos).

Generador de
impulsos
° Modelo del Modelo de la sin]
| tracto vocal excitacién - =
° V(@) R(2)
Generador de
ruido

N .

Fig. 5.22. Modelo lineal del tracto vocal para la sintesis de la voz

El factor G es un parametro que modela la intensidad de la excitacion vocal (fuerza de
la voz) y el tracto vocal tiene una funcion de transferencia V(z) que relaciona el volumen
de aire en la glotis con el volumen de aire que llega a los labios. El modelo de radiacion
modela la presién del aire en los labios, y se puede aproximar por una primera diferencia
de retorno. Para los sonidos oclusivos, la funcidn de transferencia de V(z) sélo contiene
polos y por lo general, es modelable como un sistema de sexto orden (ires polos
complejos conjugados).

Para los fricativos, la funcion de transferencia suele presentar también ceros, aunque
menos polos. La forma de la respuesta frecuencial de tracto vocal viene determinada por
los coeficientes a;.

Por otro lado, las sefiales de voz son cuasiestacionarias, es decir, sus caracteristicas
espectrales y estadisticas practicamente no varian si se analizan sobre segmentos cortos
de tiempo. Empiricamente, silas estadisticas y el comportamiento espectral de una senal
de voz se mantienen constantes durante intervalos de tiempo inferiores a los 25 ms, el
mensaje se entiende perfectamente.

Tal como se ha definido el cepstrum de una secuencia x[n], ¢(z) = Z" {In (X(2))}, parece
dificil de aplicar ya que esta definicion conlleva la determinacion previa de X(z). Sin
embargo, como se vera en los capitulos siguientes, en régimen permanente hay una
estrecha relacion entre la transformada discreta de Fourier (DFT) de una secuencia y su
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transformada Z. Asi, un método practico para obtener la secuencia cepstral (denominada
quefrency, por la misma regla con que se creé el nombre de cepstrum: ahora se
desordenan partes de la palabra frequency) es el que se refleja en la figura 5.23.

Transformada de Tri?‘c:tgramdaeda
] FoDlll=r'||?r In ([]) Fourier >
( ) (DFT) cin]
x[n]

Fig. 5.23. Obtencién practica de la secuencia cepstral c[n]

Si x[n] es un segmento de una senal de voz, la secuencia c[n] permite determinar si
pertenece a un tramo fricativo (ausencia de pitch) u oclusivo. En este segundo caso,
también permite determinar la frecuencia del pitch de la voz. Vease con un caso practico.
La sefial temporal de la figura 5.24 ha sido captada por un micréfono mientras se
pronunciaba la palabra “séptimo”.

septimo.wav
150 ‘ ;

100 1 ]

50

-100+ ]

_150 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (segundos)

Fig. 5.24. Forma temporal al pronunciar la palabra “séptimo”

cuya transformada de Fourier es la de la figura 5.25:
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septimo.wav
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Fig. 5.25. Espectro del médulo de la sefial de la figura anterior

Si ahora se toma una trama de 25 ms de duracién, como la de la figura 5.26:

150 T T . .

100} .

50} .

-100} ]

-150 : - ' '
0.195 0.2 0.205 0.21 0215 0.22

t (segundos)

Fig. 5.26. Trama de 25 ms de la palabra pronunciada
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y se obtiene la secuencia cepstral de la figura 5.27, vemos que aparecen dos picos
separados T, segundos. La presencia de los picos indica que este tramo es oclusivo,
siendo T, el periodo del pitch de la voz durante el tramo.

4

3.5} ]

3, i

25" ]

0.195 0.2 0.205 0.21 0.215 0.22
t (segundos)

Fig. 5.27. Secuencia cepstral correspondiente a la sefial de la figura anterior

Haciendo el mismo proceso con el siguiente segmento de 25 ms de voz:

150

100

50

-100

_1 50 1 1 1 1 1
0.22 0.225 0.23 0.235 0.24 0.245 0.25

t (segundos)

Fig. 5.28. Siguiente tramo de 25 ms
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se ve aue no anarecen los nicos en |la secuencia censtral:

5 T T T T T

0.22 0.225 0.23 0.235 0.24 0.245 0.25
t (segundos)

Fig. 5.29. Secuencia cepstral de un sonido fricativo

lo que indica que, en el intervalo comprendido entre los 220 ms y los 250 ms de la
palabra que hemos pronunciado, el sonido es fricativo. Repitiendo el mismo proceso para
todos los tramos, ya se sabria en qué posicion colocar el interruptor de la figura 5.22 para
seleccionar el generador mas adecuado para la reproduccion de cada tramo. Y si es el
de impulsos periddicos, también conoceriamos el periodo T, al que hay que ajustarlo.

Ahora sélo faltaria ajustar los coeficientes del filtro que modela el tracto vocal para cada
tramo para poder reproducir sintéticamente la palabra “séptimo”. Una posibilidad seria
evaluar la transformada de Fourier de cada tramo (al estudiar la transformada discreta
de Fourier ya se revisara la transformacion de secuencias temporalmente cortas, STFT).
Por ejemplo, en la figura 5.30 se ve la respuesta frecuencial para 8 diferentes intervalos
(espectrograma). Nétese que en las tramas de la figura se aprecian unas resonancias a
diferentes frecuencias, denominadas formantes del tracto vocal. Una posibilidad para
obtener los coeficientes a, de la funcién de transferencia anterior del tracto vocal, V(z),
seria la identificacion directa de los formantes (aunque hay métodos mas eficientes,
como la codificacion lineal predictiva, LPC, que se tratara mas adelante).
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Fig. 5.30. Espectrograma

Volvamos ahora a la maquina expendedora de bocadillos. Los 33 segundos de voz se
pueden dividir en 1.320 tramos de 25 ms. Una vez analizado y parametrizado cada
tramo, para su reproduccién puede plantearse el uso de un vocoder que utilice:

- 1 bit para decidir la posicion del interruptor (seleccion del generador).

- 15 bits para fijar el periodo del pitch del generador de impulsos.

- 96 bits para codificar los coeficientes del modelo del tracto vocal (se suponen
6 coeficientes codificados con 16 bits).

es decir, que utilice un total de 112 bits por tramo. Como en total hay 1.320 tramos, la
cantidad de memoria necesaria para el almacenamiento de la voz (o0, mejor dicho, de los
parametros para su sintesis) seria de 147.840 bits. Este resultado destaca frente a los
2.112.000 bits que se habian calculado al principio.

Y si el objetivo fuera transmitir los mensajes, esta transmisién podria efectuarse a una
velocidad de 112 bits cada 25 ms, es decir, a 4.480 bps (bits por segundo). Con los 64
kbps obtenidos anteriormente, podrian establecerse unas 14 comunicaciones vocales si
se procesan con un vocoder.
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5.3.12. Diagramas de programacion en paralelo y en cascada

En el apartado 5.2.5.3 se han introducido los diagramas de programacion en forma
directa | y Il, y en apartado 5.3.13 se estudiara un sistema realimentado. Ahora se
analizan otros dos diagramas de programacion: el paralelo y el de programacion en
cascada.

La programacion en paralelo es inmediata a partir de la descomposicion en fracciones
parciales de la H(z), tal como ya se ha hecho en el apartado anterior como método para
hallar una transformada Z inversa. Tdmese, como ejemplo conductor, un sistema cuya
H(z) es:

3-2z"'+4z2+1z23+224
H(z) -
1-23z21'41722%-0,42z273

Su desarrollo en fracciones parciales nos lleva a:

Hz)-3-2.,80 , 4583 11593
z 2_1 2_035 2_0,8

(Nota. Puede efectuarse este desarrollo con ayuda del programa Matlab: después de
introducir los coeficientes del numerador y denominador de H(z), utilice la instruccion
'residue’ para comprobar el resultado)

ecuacion que conduce directamente al diagrama de programacion en paralelo de H(z),
tal como se muestra en la figura siguiente:

—» 3

>
x[n] 80 L\ y[n]
> +
z-1 <
-115,93
z-0,8
45,83
z-05

A su vez, dentro de la programacién en paralelo, pueden volver a descomponerse los
bloques formados por un polo simple mediante estructuras de programacién directa.
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La programacién en cascada presupone una descomposicion en factores de H(z), facil
de obtener a partir de la factorizacion de sus polos y ceros. Por ejemplo, el sistema

zZ+5

H(z) - — 25
4(z%2+3z+1)

se puede descomponer como:

(@]

H(z):z—+5: z+ 1

1
4(z+1)(z+2) 4 z+1 z+2

de donde se deduce el diagrama de programacion en cascada. Nétese que el segundo
y el tercer factor se han programado en forma directa de tipo Il dentro de la cascada.

x[n] [ : 1 : yin]
4 1
z"I z
-1 5 -2 1

El mérito del diagrama de programacion directa es, como indica su nombre, la facilidad
de representacion directamente desde la ecuacion en diferencias o de la H(z). La
programacion en paralelo permite localizar un polo de H(z) en cada rama (los ceros
quedan enmascarados en la formulacién), pudiéndose reprogramar el valor de un
determinado polo sin alterar a los restantes. Ello también se puede hacer en la
programacion en cascada, la cual también facilita la localizacién de los ceros de la
funcién de transferencia. Pero, en contrapartida, la programacién en cascada es muy
sensible a la variacion de algun coeficiente, ya que esta variacién puede quedar
magnificada por amplificaciones de otras partes posteriores de la cascada. Esta
sensibilidad debe tenerse en consideracion en elementos de célculo donde los
truncamientos y redondeos de las operaciones sean importantes. No es recomendable
cuando haya polos o ceros criticos (por ejemplo, filtros digitales paso banda con polos
muy cercanos a la zona de inestabilidad del filtro).

5.3.13. Funcion de transferencia de un sistema realimentado

Recordando que la salida de un sistema LTI es la convolucién de la entrada por su
respuesta impulsional, y usando la propiedad de convolucion de la transformada Z, es
facil obtener la funcion de transferencia de un sistema realimentado como el de la figura
5.31, donde todos los subsistemas que lo componen son discretos.
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x[n] + e[n]

91[n] 1 g | -

[n]

y [n]

s[n]

hynl f==-—1 hjnl =] P

Fig. 5.31. Sistema realimentado
Las salidas de los bloques conectados en cascada son:

yIn] = g,[n] * go[n] * ... * guln] * eln]
s[n] = hy[n] * hy[n] * ... * hy[n] * yIn]

Aplicando la propiedad de convolucion, se obtiene:

Y(2) ={G.(z) Gy(2) ... G(2)} E(2) = G(2) E(2)
S(2) = {H\(2) Hy(2) ... H\(2)} Y(2) = H(2) Y(2)

con lo que se puede simplificar el diagrama anterior.

Y
X(2) +/J-\ E(z) | ew (2)

S(z)

H(z)

Fig. 5.32. Simplificacion de la figura anterior

En la figura 5.32 se ve que:
Y(z) = E(2) G(2)

S(z) = Y(2) H(2)
E(Z) = X(z) - S(z)

de donde se deduce que la funcion de transferencia global es:

(5.62)

(5.63)

(5.64)
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Y(z) _ G(2)
Xz) 1+G@)H(z) (5.65)

5.3.14. Simplificacién de esquemas de bloques
En ocasiones, el modelo de un sistema es complejo, formado por varios bloques que a
su vez estan interconectados con combinaciones de estructuras en cascada, en paralelo
y realimentadas. En este caso conviene resumir en un solo bloque a todo el modelo, para
lo que es aconsejable seguir las pautas siguientes:

1. Simplificar las estructuras evidentes (bloques en serie y en paralelo).

2. Si aparecen estructuras con lazos imbricados entre si, aplicar movilidad
de bloques a fin de dejar estructuras claras para su simplificacion.

3. Ir reduciendo de forma sistematica desde los lazos mas interiores hasta
los exteriores.

Veamos estos pasos mediante un ejemplo. Se trata de simplificar el esquema:

H,(2) f—

+
G,(2) G,(2) » G.@2) >
! A 2 3 c@)
+
H2(z) ¢
+
Hy(2) |&———
+
H (2)

En primer lugar, se simplifican los bloques en paralelo H, y H,, y la realimentacion unitaria
de H, (dicho asi porque el camino de realimentacion tiene amplificacion unitaria).
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G1 (2)

H1(z) o

—> G2 (2)

Hs (2)

Hg(2)

G,(2)

C(z)

H = HytH,

Ahora se tiene un lazo (H,) imbricado entre G, y G;, lo que dificulta su simplificacion.
Aplicando movilidad al bloque H,, se tiene:

G,(2)

H1(Z) I G3(z)

<

—> G, [—>

G,(2)

Hs(2)

C(2)

Hg(2)
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con lo cual pueden simplificarse los bloques en cascada G, y G, realimentados a través
de Hy:

Hi(2) | G3(2) ¢

G4(2) » G4(2) >
C(@)
Hg(2) [«
G, G
G, = 2 3
Simplificando la realimentacion del lazo superior, queda:
+
> Gg(2) -
R(z) + C(2)

Hy2) [

con lo que so6lo queda una realimentacion elemental que lleva al sistema resultante de
la figura:

Gg (@)

R(2) 1- G 8 (2 H6(z) C(2)
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EJERCICIOS

(Nota. Resuelva los ejercicios 5.1 a 5.13 sin usar la transformada Z.)

5.1.

5.2.

5.3.

Calcule la convolucién y[n] = x[n] * y[n] de los pares de sefales siguientes:

a) x[n] = a”uln]; yln] = B"uln], axrpB
b) X[n] = 2" u[-n]; y[n] = uln]
c) x[n] e y[n] como en la figura
1
x[n]
n
—e L e e B e e e e e
41 0 1 2 3 4 5 6
yIn] 1
n

——o o — ;
01 2 3 4 5 6 7 8 910 1112 1314 15 16 17

(Nota. Pruebe de resolver los casos a y b de forma grafica y, a partir de los primeros valores, llegue a una
expresion general.)

De la respuesta impulsional h[n] de un sistema LTI se sabe que es cero excepto en el
intervalo Ny<n<N,. De la entrada x[n], también se sabe que es cero excepto en el
intervalo N,<n<N,. En consecuencia, la salida y[n] debe ser cero excepto en cierto
intervalo N,<n<N;. Determine N,y N, en funcién de N,, N;, N, y N;.

Considere dos sistemas LTI con respuestas impulsionales respectivas h,[n] y h,[n]
dadas por:
hiln] = (-%2)"uln] hy[n] = uln] + “zuln-1]

Ambos sistemas se conectan en cascada, como muestra la figura:

w[n]
h1[n] ha[n] —>yI[n]

X[n]

a) Tomando x[n] = u[n], calcule y[n] calculando primero w[n] = x[n] = h,[n]y
después y[n] como y[n] = w[n] * h,[n].
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b) Encuentre ahora y[n] convolucionando primero h,[n] con h,[n] (es decir,
obteniendo una h,[n]) y calculando después y[n] como y[n] = x[n] * h,[n].
Compruebe que el resultado coincide con el del apartado anterior.

5.4. Considere la interconexion de sistemas LTI mostrada en la figura.

ho[n]
[n] NG
hs[n] hy[n]
hs[n]
a) Exprese la respuesta impulsional global h[n] en funcion de h,[n], h,[n], hy[n], h,[n]
y hg[n].
b) Determine h[n] cuando:

h[n] = 4(2)"(uln]-u[n-3])
hy[n] = hy[n] = (n+1)uln]
h,[n] = 8[n-1]

hgn] = 8[n]-48[n-3]

5.5. Considere la conexién en cascada de tres sistemas LTI mostrada en la figura:

X[n] o p[n] hy[n] hofn] ¥l o

La respuesta impulsional de h,[n] viene dada por:

h,n] = uln]-un-2]

y la respuesta impulsional del sistema completo es:
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5.7.

10 ¢
® 9
[ ]
6
5
2
1 I
—o—oo 0o T e oo
-1 01 2 3 4 5 6 7 8 . n
a) Encuentre la respuesta impulsional h,[n].
b) Determine la respuesta del sistema completo a la entrada x[n] = d[n]-8[n-1].
a) Considere dos sistemas A y B, donde A es un sistema LTI con respuesta

impulsional h[n] = (*2)"u[n]. El sistema B es también lineal, pero variante en el
tiempo, y su salida viene dada por z[n] = n-w[n] cuando la entrada es w[n].

Demuestre que la propiedad de conmutatividad no se mantiene para estos dos

sistemas. Para ello, calcule la respuesta de cada uno de los esquemas
mostrados en la figura a una excitacion x[n] = §[n].

xi— A B > xo—{ B | A F—>ym

b) Suponga que sustituimos el sistema B por un sistema cuya relacion de entrada-
salida venga dada por:

z[n] = w[n]+2

Repita los calculos del apartado a en este caso y justifique el resultado.

Determine si cada una de las afirmaciones siguientes es cierta o falsa.

Justifique su respuesta, es decir, demuéstrelo si es cierto o ponga un contraejemplo si
resulta falso.

a) Si la respuesta impulsional de un sistema LTI, h[n], es peridédica y no cero,
entonces el sistema es inestable.

b) El inverso de un sistema LTI causal es siempre causal.
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5.8.

5.9.

5.10.

c) Si |h[n]|<K para todo n, con K=0, entonces el sistema es inestable.

d) Siunsistema LTl tiene una respuesta h[n] de duracion finita y acotada, entonces
el sistema es estable.

e) Si un sistema LTI es causal, entonces es estable.

f) Si un sistema LTI es estable, entonces es causal.

9) Un sistema LTI es causal si y sélo si su respuesta al escalén unidad u[n] es cero
paran<0.

Considere un sistema LTI inicialmente en reposo y descrito por la ecuacién en
diferencias siguiente:

y[n] + 3 y[n-1] = x[n] +10 x[n-3]

Resolviendo la ecuacion de forma recursiva (numéricamente), encuentre los diez
primeros valores de la salida cuando la entrada es:

3
1

f{fff

-1 0 1

o —e -

o0 00—

o 4 3 4 5 .. n

Determine la realizacion en la forma directa |l para cada uno de los siguientes sistemas
LTI

a)  2ylnlyin-11+2yln-3] = X[n]-5x[n-4]

b)  yinl = x{n]-2x[n-1]+3x[n-3]-4x[n-4]

¢  yin] = -3yln-1]-10y[n-2]+6y[n-3]

d)  yin] = -3y[n-1]-10y[n-2]+6y[n-3]+x[n]-x[n-1]+2x[n-3]-3x[n-4]

Considere los sistemas cuyos diagramas de bloques se muestran a continuacion:
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x[n] { > 7 \i z
> E
x[n]
bo by %bz
7 7 y[n]
x[n] z"! ‘ F z"! ﬁ?—) y[n]

a) Determine sus ecuaciones en diferencias.

b) ¢ Es posible elegir los coeficientes de forma que h,[n] = h,[n] = hy[n]?

c) Identifique el tipo de sistema al que corresponden (FIR o IIR).

d) ¢Alguno de ellos sera siempre estable, independientemente del valor de los

parametros a, b o ¢?

5.11. Dado el diagrama siguiente:

[ ® °
1 1
1,3
[
-1
Z
0,4
se pide:
a) Obtener la ecuacion en diferencias que relaciona y[n] con x[n].
b) Determinar analiticamente la respuesta para:
x[n]=0
y[0] =1

y-11=0
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5.12.

5.13.

Sea un sistema descrito por la ecuacion en diferencias:

yin] - (1/4) yin-1] = x[n]

siendo:

x[n] = (1/2)" uln]

Determine la respuesta y[n], identificando los términos de las respuestas libre y forzada,
si se sabe que el sistema es causal (con ello, obtenga los valores de y[0] y de y[-1] si
resuelve el ejercicio por ecuaciones en diferencias).

Determine la respuesta impulsional h[n] de un sistema LTI, sabiendo que, frente a una
entrada como la senal x[n] de la figura, responde con la secuencia y[n]. Indique si el
sistema es estable y si es causal.

x[n] y[n]
2 2
1,25
1
T 0.5 0,5 T 05 0,25
TH re .? $'H
4 3240 1 2 -1012314567 n

-

(EJERCICIOS DE TRANSFORMADA Z)

5.14.

5.15.

5.16.

Determine la transformada Z para cada una de las secuencias siguientes:

a) x[n] = (“2)"uln] b) xIn] = -(*2)"uln-1] c) xin] = (-%2)"uln]

d) x[n] = d[n] e) x[n] = 6[n-1] f) xIn] = (*2)"(uln]-uln-10])
Obtenga la transformada Z de x[n] = sen (Q n) u[n].

Determine la transformada Z inversa de las funciones siguientes:

a) X(z) = b) X(z) =
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5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

1—1271 1-12’1

_ 2 _ 2

¢) X(z) = ; d) X(2) = —
1+2z1+=272 1+§Zf1
e)X(z)=(1+3z"Y(1-2") ) X(z) = In(1 - 42)

g) X(z) = sen(2)

Para cada una de las secuencias siguientes, determine la transformada Z (aplicando las
propiedades de esta transformada) y el diagrama de polos y ceros, y dibuje la region de
convergencia.

a)  xn]=a"uln] + b" uln] + ¢ uf-n-1], |al<|b|<]c|
b)  xn]=n?a’ uln]

¢)  x[n]=(1+n) uln]

d)  xin]=na"cos(Q,n) uln]

Determine la convolucion de las sefiales siguientes utilizando la transformada Z.

a) xi[n] = ()" uln-1]1 - x[n] = (1+(%%)") uln]
b) x,[n] = uln] X,[n] = 0[n] + (*2)" uln]

c) x,[n] = (“2)" uln] X,[n] = cos(trn) uln]

La ecuacion en diferencias para un sistema LTI general puede darse de la forma:

yln] = a,yin-11+a,y[n-2]+...+a,\y[n-N]+bx[n]+b,x[n-1]+...+b,x[n-L]

a) Si con los coeficientes b, (k = 0...L) el sistema es estable, puede hacerse

inestable variando los valores de dichos coeficientes?

b) Suponga que a,= 0 (k = 1...N). El sistema resultante ¢ es estable, inestable, o
depende de los valores de los coeficientes b,?

Considere el sistema de la figura con h[n] = a" u[n]. Determine la respuesta y[n] a la
excitacion x[n] = u[n+2] - u[n-5]
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hin]

x[n]—* vin]

7?2 hin] |

5.21. Considere el sistema discreto descrito por la siguiente ecuacion en diferencias:
y[n] = -0,5y[n-1]+x[n]+0,5y[n-2]
a) Compruebe que la respuesta impulsional toma la forma:

AN w2y
h[17]—3(2)11[17] 3( 1)"uln]

b) Dibuje la realizacién del sistema en su forma directa Il

c) Determine si se trata de un sistema estable o inestable.

5.22. Un sistema discreto es realizado utilizando la estructura mostrada en la figura:

2
S
. n
x[n] M y[n]
0.8 z

, 3

< l P>
a) Determine la respuesta impulsional.
b) Obtenga una realizacion para el sistema inverso (el que produce x[n] con

entrada y[n]).

c) ¢ Cual es el intervalo de valores en que se puede modificar al coeficiente de 0,8

manteniendo estable el sistema?
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5.23. Para cada uno de los sistemas siguientes:

x[n] z z z
/3
=& 3 yln]
Z—l
1 -1
n
x[n] z z o y[n]
x[n] >(+) & > yln]
7!
0.8
a) Determine la ecuacion en diferencias que relaciona x[n] e y[n].
b) Clasifique los sistemas segun se trate de sistemas FIR o lIR.
c) Encuentre la respuesta impulsional h[n] del ultimo sistema.

5.24. Un sistema LTI, con respuesta impulsional h[n], es excitado con la secuencia x[n] de la
figura. Si su salida es y[n], ¢ cual es la respuesta impulsional, h[n], del sistema? Indique
si el sistema es estable y si es causal.

x[n]

yin]

2,5

2
1 1 1 1
0,5 0,5 ? ® T
@ @ n
2 -1 0 1 2 3 4 56 n 2 -1 0 1 2 3 (45 6

2
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5.25. Eldiagrama de polos y ceros que se muestra en la figura corresponde a la transformada
Z de una secuencia causal x[n]. Dibuje el diagrama de polos y ceros de Y(z), siendo
y[n] = x[n-3].

Im

K

-1/2

Nota. Sélo hay un cero en z = 0.

5.26. Sea x[n] la secuencia cuyo diagrama de polos y ceros se muestra a continuacion.

Im

w .

Dibuje el diagrama de polos y ceros para la secuencia y[n] = (2)" x[n]. (Nota. Hay una
propiedad de la transformada Z que le facilitara la resolucién es este ejercicio.)

5.27. Se desea disefar un oscilador digital que genere una secuencia de la forma
yln] = A-cos(2mn/N+@) utilizando el esquema de la figura. Determine los valores de a,
y a, para ello.

y[n]

a

-1
Z
T_:;

¢, Coémo arrancaria este oscilador?
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5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

Considere un sistema LTI con respuesta impulsional hA[n] y entrada x[n] dadas por:

{a”, n>0
h[n] =

0, n<0

1, O0<n<N-1
x[n] ={

0, fuera
a) Determine la salida y[n] por evaluacion explicita de la convolucién de x[n] y h[n].
b) Determine la salida y[n] calculandola como la transformada inversa de Y(z).

Para un sistema LTI, la salida y[n] cuando x[n] = u[n] toma la forma:
yln] = (1/4)™" uln]
a) Encuentre H(z), transformada Z de |la respuesta impulsional del sistema, y dibuje
su diagrama de polos y ceros.
b) Encuentre la respuesta impulsional del sistema, h[n].

c) ¢ Es estable el sistema?

La funcion de transferencia de un sistema LTI causal es:

H(z)- 1-z71

143271
4

Si la entrada al sistema viene dada por:

x[n] = (2)" uln] + u[-n-1]

a) Encuentre la respuesta impulsional del sistema para todo valor de n.
b) Encuentre la salida y[n] para todos los valores de n.
c) ¢ Es estable el sistema?

Demuestre que los sistemas descritos por las ecuaciones en diferencias a y b son
equivalentes:

a) y[n] = 0,2 y[n-1] + x[n] - 0,3 x[n-1] + 0,02 x[n-2]

b) y[n] = x[n] - 0,1 x[n-1]
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5.32. Determine la respuesta impulsional del sistema de la figura, teniendo en cuenta que:

5.33.

5.34.

5.35.

hy[n] = (%)” uln], holn] = (“2)" uln] y hy[n] = (g)" uln]

hl[n]

h, [Il] F h; [I’IJ

Determine la respuesta impulsional y la respuesta al escaldn (respuesta inicial) de los
sistemas causales siguientes. Dibuje los diagramas de polos y ceros, y determine cuales
de ellos son estables.

a)

b)

c)
d)

yinl = yin-1] -% yin-2] + x{n] + x[n-1]

z(1+z7")

H(z) =
Doy

y[nl = 0,6 y[n-1] - 0,08 y[n-2] + x{n]

yln] = 0,6 y[n-1] - 1,4 y[n-2] + x[n]

Un sistema causal, lineal e invariante en el tiempo esta descrito por la ecuacion en
diferencias siguiente:

d)

yin]=yln-1]+yln-2] + xin - 1]

Encuentre la funcion de transferencia del sistema.
Dibuje el diagrama de polos y ceros.
Determine si se trata de un sistema estable o inestable, justificando la respuesta.

Obtenga la respuesta impulsional del sistema anterior.

Analize los enunciados siguientes y determine si son falsos o ciertos. Razone las
respuestas:

Si un sistema causal tiene una respuesta impulsional finita, entonces todos sus
polos estan ubicados en z = 0.

Si todos los polos del sistema estan en z = 0, entonces es estable.

Si el sistema es estable, todos sus polos estan en z = 0.
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5.36. La salida y[n] de un sistema LTI viene dada por la ecuacion:

y[n] = -0,6 y[n-1] - 0,05 y[n-2] + 0,5 x[n-1]

a) Dibujar el diagrama de programacién directa de tipo Il de la ecuacion.

b) Obtener la transformada Z de la ecuacion en diferencias.

c) Dibujar el diagrama de polos y ceros e indicar si el sistema es estable o no.
d) Determinar su respuesta impulsional.

5.37. Considere la interconexiéon de sistemas mostrada en la figura, donde h[n] = a" u[n],

lal < 1.
h[n] O[n-1]
x[n] yin]
o n-2] hin]
a) Determine la respuesta impulsional del sistema completo.
b) Discuta la causalidad y la estabilidad del sistema.
c) Obtenga una realizacion del sistema utilizando el minimo nimero de elementos

(forma directa II).

5.38. Considere el sistema causal definido por el diagrama de polos y ceros que se muestra

en la figura:
Im () = /6
r=1,5
r
0
0,5 Re (2)
a) Determine la funcién de transferencia y la respuesta impulsional sabiendo que

H(1) = 1.
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b) ¢ Es estable el sistema?

c) Dibuje una posible implementacion (programacion) del sistema y determine la
correspondiente ecuacion en diferencias.

5.39. La autocorrelacién de una secuencia discreta x[n] se define como:

o

O [n] = Y x[K] X[n +K]

k=-c

Encuentre la transformada Z de ®,,[n] a partir de la transformada Z de x[n].
(Solucion: @, (z) = X(z ") X(z))

5.40. Un sistema LTI viene descrito por la ecuacion en diferencias:

~“Ytn-11+ Yyn-21 -
y[n] 2)/[” 1] 4y[n 2] = x[n]

Utilizando la transformada Z, determine y[n] cuando x[n] = (1/4)" u[n].

5.41. Simplifique los siguientes esquemas de bloques:

a) H,(2) [«
@ e
+ +
: G2 -O—»c @ G,(2) ,; >i4>
R@) 1 a 2 3 + C)
Hy(@) |4 (O
Hy @) J
b)
6@ |—» G_(s)
— z G,(2) ZOH S
R(z) ! + 2 P Cls)

+

Gyf2) | AlD

H(2)
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5.42. En un microcomputador se ha programado la ecuacién en diferencias siguiente:

5.43.

5.44.

d)

yln] =-0,4 y[n-1] + 0,05 y[n-2] + 2 x[n-3]

Dibuje su diagrama de programacion de tipo |l.
Obtenga la transformada Z de la ecuacién implementada.
Dibuje el diagrama de polos y ceros, y discuta la estabilidad del sistema.

Determine la expresidn de la respuesta impulsional.

Por otro lado, no se conoce el periodo de muestreo al que trabaja el microcomputador.
Sialaentrada del conversor A/D se le aplica la sefal x(f) = cos (200 ?), la secuencia que
se obtiene en la memoria del ordenador después de haberse efectuado la conversién
A/D es: y[n] = A-cos n.

e)

Determine el periodo de muestreo (7) a partir de este experimento (utilice el
menor periodo si ha encontrado varios).

Determine la amplitud de la salida en régimen permanente del filtro programado
a una entrada x(f) = 3-sin 100 t.

(Nota. Suponga perfectamente compensada la distorsion de apertura.)

b)

Discuta, a partir del diagrama de polos y ceros, la estabilidad del sistema causal
descrito por la funcion de transferencia:

H(z)=5 2
(z-0,9)(z+0,1)

Repita el analisis anterior sabiendo que tanto los ceros como los polos pueden
tener una tolerancia del 20% respecto de su valor nominal.

Se pretende disenar un sistema digital de transmision de datos encriptados. Para ello
se afiade en el emisor un sistema encriptador y en el receptor un desencriptador, como
muestra la figura:

. vin n
x[n] Encriptador h 1 [n] [n] Desencriptador h2 [n] yIn]
- > >

Responda a las cuestiones siguientes:
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5.45.

a) Si se desea que y[n] = x[n], ¢qué relacién deben cumplir h,[n]y h,[n]?

b) Si h,[n] = u[n], ¢qué captaria una persona que no dispusiera del sistema
desencriptador si se transmitiese x[n] = (1/2)" u[n]?

c) Partiendo de H,(z) -transformada Z de la respuesta impulsional de h,[n], definida
en el apartado anterior—, determine h,[n] para que se cumpla la condicion del
apartado a.

Habitualmente, los sistemas de encriptado/desencriptado son mas complejos que los
obtenidos en los apartados anteriores. Imagine que se desea utilizar el sistema
encriptador descrito por la siguiente ecuacion en diferencias:

v[n] = x[n] - 3 x[n-1] + 2 x[n-3] - 0,3 v[n-1] + 0,4 v[n-2]

d) ¢ Se trata de un sistema recursivo (lIR) o no recursivo (FIR)? ¢Por qué? Sin
calcular su respuesta impulsional, determine la longitud de la misma.

e) Dibuje su realizacién en la forma directa Il.

El electrocardiograma consiste en el registro de la actividad eléctrica generada por el
corazoén. La senal resultante s(t) tiene contenido en la banda frecuencial comprendida
entre 0 y 100 Hz. Por problemas de acoplamiento con la red eléctrica se introduce, junto
con dicha sefal, una interferencia i(f) de 50 Hz, con lo que la sefial total a la entrada del
electrocardiografo es x(t) = s(t) + n(t). Suponga que se utiliza el esquema de la figura
para procesar la sefal x(t),

Impresora
O— Sistema
x(t) A/D digital
O—
a) ¢ Cual es la frecuencia minima de muestreo f, a utilizar en la conversion A/D para
que no se produzca aliasing?
b) Suponga que una vez muestreada la sefal x(f) correctamente, se obtiene una

senal discreta x[n] = s[n] + i[n], donde i[n] son muestras de la sefal interferente
que se desea eliminar. Si /[n] viene dado por:

ifn] =Acos [%]u[n]

¢cudl ha sido la frecuencia de muestreo (f,) utilizada?

Para intentar eliminar i[n] se utiliza un sistema como el de la siguiente figura:
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x[n] 1 1 yIn]

3/4 a

-1/8

Yo

c) Obtenga la ecuacion en diferencias que relaciona x[n] e y[n]. ¢ Se trata de un
sistema causal? Razone la respuesta.

Independientemente del resultado obtenido en el apartado ¢ anterior, suponga que la
respuesta impulsional del circuito viene dada por:

R[] =8b3[n] + (4a +8b +2) [%]”u[n] ~(4a+16b+1) [%]”u[n]

d) Obtenga H(z) como la transformada Z de h[n].

e) Discuta la estabilidad del sistema anterior en funcién de H(z).

Sabiendo que la transformada Z de i[n] viene dada por:

1-0,5z""

I(z)=A
1-z1+272
f) Determine Y(z) cuando la entrada es sélo la interferencia: x[n] = i[n]. Exprese,
sin necesidad de calcular los residuos, Y(z) como un desarrollo en fracciones
parciales. Indique qué términos corresponden a la respuesta libre y cuales a la
repuesta forzada.

g) Determine el valor que deben tomar los parametros a y b para que a la salida no
aparezcan términos debidos a la respuesta forzada (dicha situacion corresponde
a la cancelacion de la interferencia de red).

Independientemente del resultado obtenido en g, tome para éste y apartados sucesivos
los valoresa=1, b=0.
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5.46.

h) Determine la salida y[n] cuando la entrada es x[n] = u[n] (funcién escalén)
haciendo uso de la transformada Z.

i) Demuestre que la transformada Z de i[n]=Acos [%n]u[n] es

1-0,5z"

I(z)=A >

1-z1+72

Para determinar la respuesta impulsional de una sala se ha excitado con un altavoz
mediante la secuencia x[n]. Con un micréfono situado en el otro extremo de la sala, se
ha recibido y[n]. Determine cual de las siguientes respuestas y,[n] o y,[n] puede
corresponder a la senal captada por el micréfono (razone la respuesta) y, a partir de
ella, determine la respuesta impulsional de la sala.

x[n] 2
1
I 0,5
n
[ ° ° o =
-2 -1 0 1 2 3 4 5
® 17
yq[n]
11,5
8 8,5
2 [ I 2
® s ? o="
0 1 2 3 4 5 6 7 8
yoln]

N
w
N
n
[=>]
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6

SISTEMAS DE CONTROL DIGITAL

6.1. Introduccion

En el capitulo anterior se han presentado las estructuras realimentadas, sobre las que
se basan la mayoria de sistemas de control. Habitualmente se identifica el término
realimentacion con el esquema de un sistema controlado. Un error por confusién de la
parte con el todo, ya que la mayoria de los sistemas controlados lo son en lazo cerrado
y, por tanto, implican algun tipo de realimentacion

Ahora se van a introducir aspectos basicos de analisis de estructuras realimentadas
cuando se intenta modificar el comportamiento de un sistema con el fin de que se
adecue a ciertos patrones de comportamiento, principalmente especificados en el
dominio temporal.

Ello es de interés en aplicaciones muy diversas. Los sistemas a controlar en
aplicaciones reales pueden estar basados en multiples tecnologias, como la eléctrica,
la neumatica, la hidraulica o la mecanica, por citar algunos ejemplos. No es objetivo de
este texto adentrase en las diferentes tecnologias de procesos industriales, sino una
introduccion al disefio de los reguladores digitales. Es decir, independientemente del
tipo de proceso (del que se partira de su modelo, deducido o identificado), el objetivo es
el analisis y disefio de bloques de procesado digital que, intercalados en algun punto de
la cadena de control, permitan conseguir que la dinamica del proceso a controlar (en
ocasiones denominado planta por antigua tradicion de la industria quimica) sea la
deseada. Por ejemplo, los procesadores encargados del control digital de una
herramienta de corte por tecnologialaser deberan buscar un compromiso en ladinamica
del apuntador del haz laser: si ésta es lenta, por ejemplo de primer orden con una
constante de tiempo grande, la productividad sera baja. Y si es mas rapida, pero de
segundo orden con oscilaciones puede que deba rechazarse demasiado material por
corte incorrecto mientras las oscilaciones no se hayan estabilizado.

El catalogo de problemas donde se aplica la Teoria de Control es muy amplio, y por ello
existen multitud de enfoques y estrategias para abordar las soluciones. Asi, no sera lo
mismo un problema de regulacién de un sistema determinista (con modelo conocido)
que el de uno aleatorio, ni el control de un sistema lineal que el de otro no lineal, o la
regulacién de uno con una sola entrada y una sola salida (sistema SISO, single input -
single output), que la de un sistema con multiples entradas y salidas (sistema MIMO).
Incluso la forma de representar los sistemas sera distinta segun su complejidad y los
objetivos de disefio. En unos casos, bastara su funcién de transferencia; en otros se
tendra que recurrir a su modelado interno mediante variables de estado. Este segundo
tipo de modelacién es base para el analisis de sistemas MIMO y para el disefio de la
mayoria de controladores robustos (caracterizados por unas garantias de estabilidad
frente a incertidumbres en el comportamiento del sistema) y no lineales.
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También podemos encontrarnos con sistemas invariantes en el tiempo o variantes; en
este segundo caso, una alternativa son las estrategias de control adaptativo o predictivo.
O bien, frente a especificaciones cualitativas, pueden abordarse soluciones de control
optimo o de control por légica borrosa (fuzzy logic).

Este capitulo se centra en las bases del Control Digital aplicadas sobre sistemas
lineales SISO y partiendo de su funcién de transferencia. En el disefio de controladores
digitales se hace una doble aproximacion: por un lado, partiendo de unas
especificaciones suministradas directamente en el dominio digital y buscando el
controlador que obligue a la planta a cumplirlas, y, por otro, suponiendo que ya se tiene
un regulador analdgico de funcionamiento satisfactorio pero que, por motivos de
incorporacion de nuevas prestaciones, fiabilidad, estrategia o imagen comercial, se
desea implementar de forma digital mediante un microprocesador.

De entre los diferentes caminos para lograr ambos objetivos nos centraremos en dos:
el diseno sin sobreimpulso (dead-beat) para el diseno directo del controlador digital y el
redisefio digital de soluciones analégicas por técnicas de primera diferencia de retorno
(first difference backward, FDB) y por transformacion bilineal. Si bien no se profundizara
en las técnicas de disefno indirecto (también denominadas de disefio via analisis), en la
parte de analisis se proporcionara una perspectiva sobre ellos. Y para el caso mas usual
en la industria de la regulacion de plantas con modelo desconocido (total o
parcialmente), se introduciran los reguladores PID.

Algunos conceptos que se tratan en este capitulo seran profundizados posteriormente,
especialmente en el capitulo 10, destinado al disefo de filtros digitales. Ello es asi por
la coincidencia de algunas técnicas de disefio de filtros y de controladores. Tal es el
caso de la técnica de identificacion por minimos cuadrados, que sera desarrollada en
el capitulo 10, o de las técnicas de discretizacién de controladores y filtros analdgicos.

La repeticion de ciertos conceptos entre el presente capitulo y el capitulo 10 se ha
hecho con la intencion de facilitar la lectura auténoma de cada uno de ellos. Mientras
que algunos lectores estaran interesados en ambos enfoques de filtrado y de control,
otros pueden estarlo sélo en la parte de disefio de los controladores y reguladores
digitales, o bien sélo en la de los filtros digitales. El primer caso (controladores) suele
darse cuando el objetivo es el control de procesos o dispositivos, mientras que el
segundo es habitual cuando se persigue el filtrado digital de sefiales para aplicaciones
como las de procesado de voz, de imagenes 0 en comunicaciones.

Alo largo de esta introduccion se han utilizado arbitrariamente los términos controlador
y regulador. Si bien las bases de analisis y disefio son las mismas, funcionalmente
persiguen objetivos algo distintos. En el caso del regulador, se supone que la consigna
(orden o entrada al sistema) es constante, es decir, se trata de una planta de la que se
quiere mantener inalterada su dinamica. Por ejemplo, seria el caso del motor que
accionara la rotacién de un CD, a velocidad constante. Asi, la funcién de un regulador
seria compensar perturbaciones internas o externas que pudieran alterar el
funcionamiento nominal. Si, por el contrario, la consigna es variante y el objetivo es que
el sistema la siga adecuadamente, entonces se habla de un controlador. En sistemas
lineales, que son los que se van a estudiar, el valor de la entrada (sea constante o
variante) no afecta a la dinamica propia del sistema, por el principio de linealidad. Por
ello, cuando se trata de reguladores es usual utilizar la expresion control de sistemas
de consigna cero. Ello es comprensible si se piensa en modelos incrementales: por
“cero” se entiende el funcionamiento nominal, no perturbado, del sistema.
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6.2. Ventajas de los sistemas realimentados

Segun lo visto en el apartado 5.3.13, la funcion de transferencia de un sistema
realimentado como el de la figura 6.1 es:

_ Y2 _ G(2)
@) X(z) 1+G(2)H(z) 6.1)

Y(2)

X2 N ED | gy

S(z)

H(z)

Fig. 6.1. Sistema realimentado basico

Supdngase que G(z) es el modelo en tiempo discreto de una planta analdgica que se
desea controlar mediante un sistema H(z). De la expresion anterior (6.1) puede verse
que, si H(z) >> G(z) (por ejemplo, que su ganancia sea muy superior para todos los
valores de z), la expresion anterior se simplifica en:

Y(z) _ G(z) (H(z)>>G(z) ,H(z)>>1) -~ 1

T(z) = X =
(2)  1+G(2)H(2) H(z)

(6.2)

De modo que la dindamica del sistema resultante sélo depende de H(z)
insensibilizandose asi de la dinamica de la planta G(z). Ello es de interés cuando ésta
presenta dinamicas no deseadas (como alinealidades), pero cuyo uso es inevitable para
la aplicacién. Piénsese, por ejemplo, en un motor que debe actuar un determinado
sistema mecanico o un amplificador de potencia necesario para excitar una antena:
ambos son inevitables pero su dinamica seguramente sera no lineal (zonas muertas,
saturaciones, compresiones de la curva de amplificacion...).

Incluso, aunque no se cumpla la condicién de H(z) >> G(z), el propio uso de una
estructura realimentada ya insensibiliza al sistema frente a variaciones paramétricas en
G(z). En efecto, definiendo la sensibilidad del sistema global T(z) respecto a la planta
G(z) como:

porcentaje de variacion de T(z)
porcentaje de variaciéon de G(z)

sensibilidad =

(6.3)
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Se tiene:

sT_BTIT 3T G _(1-GH)-GH G
© 5G/G &8G T (1+GH?  G/(1+GH)

(6.4)
1

" 1+GH

Mientras que, si sélo hubiera la planta sin realimentar, T(z) = G(z):

claramente superior a la sensibilidad anterior.

Otra posibilidad que ofrecen las estructuras realimentadas es la modificacion de la
velocidad de respuesta. Supongamos que:

10z

G(z) = 705 (6.6)
y que H(z) = K. La respuesta impulsional de la planta aislada seria:
g(nT) = 10(0,5)"Tu(nT) (6.7)
Mientras que, al realimentar, la respuesta global es:
Ttz) = 10i1+1 z-(0,5/2(1)(§K+1)) (6.8)
siendo ahora la respuesta impulsional:
A 6.9)

10K+1 10K+1

con lo que la fuerza de la funcion potencial (velocidad) puede regularse con el valor de
K (que segun la ecuacion 6.8 debera estar acotado a -0,15 < K < -0,05 por motivos de
estabilidad; sino, el polo estaria fuera de la circunferencia de radio unidad).

Si en este ejemplo se hubiera partido de una planta inestable, como seria el caso de
tener un polo fuera de la circunferencia de radio unidad:
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10z
z+5

G(z) - (6.10)

Podria comprobarse otra de las importantes propiedades de la realimentacion: /a
estabilizacion del sistema. En este caso, la funcidon de transferencia seria:

1 10z

T@) = ok z+(5/(10K+1))

(6.11)

de modo que, con valores de K comprendidos entre 0,4 y -0,6, el sistema en lazo
cerrado seria estable.

Precisamente por esta capacidad de los sistemas en lazo cerrado de modificar la
dinamica de la planta hay que elegir la frecuencia de muestreo en funcion de la
respuesta en lazo cerrado. Y dado que la seleccion de la frecuencia de muestreo es un
paso previo a los disefios, habra que hacerlo en funcién de las especificaciones
esperadas del sistema en lazo cerrado.

También los sistemas realimentados son mas robustos frente a perturbaciones o ruidos
externos.

Para verlo, supdngase que la perturbacién se afade en el interior de la planta G(z), que
se descompone en un modelo con una parte G,(z), libre de ella, y otra G,(z) afectada
por la perturbacion N(z):

N(z)

y Y(@2)
— G2 X Gy | -

G(z)

Fig. 6.2. Perturbacion externa

En el sistema sin realimentar, la perturbacién N(z) se manifestaria a la salida como:

Y(2) = G,(z) N(2) (6.12)

mientras que en lazo cerrado:
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N(z)
X(z) + + Y
@ G,(2) &Y Gy(2) (;Z)
] G(2)

H(z)

Fig. 6.3. Sistema realimentado con perturbacién en la planta

Y(z) - C2) N(z) (6.13)
1+ G,(2) G(2) H(z) '

con lo que el efecto de N(z) se notara tanto menos en la salida cuanto mayor sea el
valor de H(z) - o el de G,(2).

6.3. El lazo de control. Modelacion de plantas
analégicas

Cuando los sistemas a controlar son de tiempo discreto no hay grandes dificultades para
su modelado, ya que tanto la propia planta como el controlador se pueden describir en
un dominio homogéneo utilizando para ambos la transformada Z. Asi, en el caso de un
sistema realimentado de control totalmente digital (regulador mas planta digitales),
puede recurrirse directamente a lo presentado en el apartado 5.3.13 para obtener un
modelo analitico sobre el que bordar los disefnos.

Sin embargo, esta situacion tiene un interés relativo en el caso del control digital ya que
los sistemas no suelen estar constituidos sélo por subsistemas de tiempo discreto. Si
bien los reguladores son discretos, las plantas suelen ser de tiempo continuo, con lo que
nos encontramos ante un escenario hibrido. Piénsese, por ejemplo, en el caso del
control digital de un motor de corriente continua que acciona un eje de una maquina: si
bien el algoritmo soportado por el microprocesador es digital, la maquina (analégica)
funciona en tiempo continuo.

Obviamente, la presencia de subsistemas analdgicos conectados a otros digitales
conlleva el uso de conversores A/D y D/A. En la figura 6.4 el bloque G (z) representa el
algoritmo soportado por un microcomputador, y G,(s) la funcién de transferencia en
tiempo continuo de la planta. Como ya se ha avanzado, con esta palabra se describe
el sistema analdgico a controlar (motor, columna de destilacién, posicionador de un
laser, amplificador electronico, alerones de un avion, etc.). Por simplicidad, la G,(s) de
la figura incorpora los posibles accionadores del sistema (como seria el caso del
amplificador de potencia si se tratara de un motor), asi como la propia dinamica de los
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captadores de sefal que permiten disponer de la salida y(t) -tacémetros, acelerometros,
barometros, termostatos, etc. Noétese el efecto de retencion de orden cero (ZOH) del
conversor D/A.

n teelr n
+ el u(t) PLANTA y(t)
" ﬁ)_; G, (2) D/A G p(s) —
et
ARENE BN Vel
y'[n] AD "t

x [n]: consigna digital al sistema (puede proceder de un teclado, un sensor digital,..)

Fig. 6.4. Control digital

Si, en lugar de trabajarse con una consigna digital, ésta fuera analdgica, se desplazaria
la posicion del conversor A/D y el sistema anterior seria:

JJ—T% n et [ ¢ = N
| / u(t)
+ PLANTA y(t)
() | Ap G, (2) D/A
x® : / Cpe

\/\ t /-’\./\-

X (t): consigna analégica al sistema

Fig. 6.5. Control digital con consigna analégica

A diferencia de los sistemas en lazo abierto, en que el unico efecto negativo del
conversor D/A (u operador hold de orden cero, ZOH) era la distorsion de apertura, en
los sistemas de lazo cerrado el ZOH modifica la dinamica del sistema, e incluso puede
llegar a inestabilizarlo.

Recordando que la funcién de transferencia del ZOH, vista en el apartado 4.4.3, era
H(s) = (1 - e7%) / s, centrémonos ahora en la figura 6.6, que equivale al diagrama de
bloques de la figura anterior. El interruptor representa la adquisicion de muestras con
un periodo de muestreo de T segundos.
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| u(t) v(t)
% G, (2) ZOH ~ PEAN(TS'L;
x(t) g T / p
\ Ba ~
[N— R
t

t

Fig. 6.6. Modificacién de la figura anterior

Para poder resumir en un solo bloque a los tres que aparecen en la cadena directa
(conexion directa de la entrada a la salida, formada por G.(z), ZOH y G,(s)), hay que
unificar el dominio transformado. Como G_(z) se obtiene de una secuencia de muestras
definidas soélo en los instantes de muestreo, una solucién coherente es trabajar con
muestras de u(t) y de y(t) calculadas en los mismos instantes de muestreo. Para ello,
se podria pensar en antitransformar G,(s) y, a partir de la respuesta impulsional del
sistema continuo g,(f) particularizada en t = nT (n = 0,1,2,...), hallar la transformada Z.

Pero también hay que considerar el ZOH. El numerador de su funcién de transferencia
(1-e™) puede describirse en el dominio transformado Z como 1-z"' (propiedades de
linealidad y de desplazamiento en el tiempo). Y el denominador del ZOH (término s)
puede interpretarse como un polo afiadido a G,(s), ya que estan conectados en
cascada. Asi, el sistema anterior puede representarse del modo siguiente:

+ E(2) Y(2)

> PLANTA
X(2) Q 1z 6@ Z{G (s)/s} [

Fig. 6.7. Efectos de la modelacién del conversor D/A

La transformada Z de G(s)/s se puede obtener muestreando la integral de g,(t) (por la
propiedad de dividir por s la transformada de Laplace) y calculando la transformada Z
del resultado. Como este proceso es engorroso, hay tablas para pasar de G,(s)/s a
Gp(z).1 Ademas, en el capitulo 10, destinado al disefio de filtros digitales, se veran otras
aproximaciones (FDB, bilineal,...) entre el sistema continuo, descrito por su transformada
de Laplace, y su transformada Z.

Un ultimo comentario sobre la modelacion afecta a la forma en que se programan los
algoritmos de control. Supdéngase el caso de un microprocesador que, ademas de
controlar la planta, debe ejecutar otras funciones adicionales, como estadisticas de
resultados, gestion de comunicaciones o supervisién de alarmas, las cuales consumen

Y Unbuen compendio de estas tablas se encuentra en la revista IEEE Transactions on Systems, Man and
Cybernetics, vol. SMC-9, nium. 12, diciembre de 1979, pags. 857-858.
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un cierto tiempo. Si el microprocesador se centra, en primer lugar, en adquirir la muestra
de entrada del conversor A/D y calcular la salida hacia el conversor D/A —salida del
algoritmo del controlador G (z)-, y después efectua las tareas adicionales, se tiene el
cronograma de la figura 6.8a. Si, por el contrario, no saca la salida al conversor D/A
hasta después de haber efectuado todas las tareas adicionales, el cronograma sera el
de la figura 6.8b.

Nétese que, en ambos casos, el periodo de muestreo T es el mismo, pero en el segundo
hay un retardo T desde que se adquiere la entrada (A/D) hasta que se extrae la salida
(D/A). Este retardo se modela como un término z', de forma que, si se sigue la
estrategia de la figura 6.8b, la planta debera modelarse como:

G(z) =z Z(@) (6.14)

A/D D/A A/ID D/A

\

tareas adicionales

G, (@
< =
€)
AD D/A A/D
L I ——— > s e
Gc (2) tareas adicionales
t
< =
®)

Fig. 6.8. Retardo en la programacién del controlador G (z)

6.3.1. Ejemplo: control digital de un motor de corriente continua
(analisis basico)

Supdngase que se tiene un motor de corriente continua (c.c.), del que no se conocen
las caracteristicas dinamicas, el cual acciona a través de unos engranajes reductores
de velocidad (incremento del par motor al precio de perder velocidad, como en los
cambios de marcha de las bicicletas) una plataforma rotatoria que orienta una antena.
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Junto con el motor, se dispone de un tacometro para medir la velocidad. La constante
del tacometro es de 7 mV/rpm (rpm: revoluciones por minuto).

Es de capital importancia que la orientacién de la antena rotatoria sea lo mas precisa
posible, y se ofrecen diversos algoritmos de control digital. Se trata de estudiar,
aplicando propiedades de la transformada Z, |a viabilidad de los diversos algoritmos que
se ofrecen.

Para identificar la dinamica del motor, junto con su carga mecanica, se efectia el
experimento siguiente: en primer lugar, conectamos una fuente de alimentacion capaz
de dar la suficiente potencia al motor. Como el sistema mecanico es lento respecto al
tiempo de estabilizacion de la tension de la fuente, podemos aproximar que hemos
aplicado un escalon ideal de tension al motor (la fuente es de 10 voltios).

OSCILOSCOPIO
f o
o
ENGRANAJES
o MOTOR | 2
oo Z
1 = FUENTE DE ALIMENTACION

TACOMETRO

Fig. 6.9. Montaje de laboratorio para la caracterizacion dinamica de un motor de
corriente continua

Conectando un tacometro a un osciloscopio digital se ha obtenido la grafica siguiente:

V (tacometro)

1 1av

63%
de14 V

1 t(s)
0,2

Fig. 6.10. Respuesta de primer orden del motor
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correspondiente a una sistema de primer orden con una constante de tiempo 1=0,2 s.
Asi, la funcién de transferencia en tiempo continuo del motor con su carga mecanica es:

K _ K’ _ K’
s+p T18+1 0,2s8+1

Hmot(s) =

siendo K' la amplificacion en continua (en régimen permanente) del motor. Por el
teorema del valor final de la transformada de Laplace, se tiene que la salida del motor
en régimen permanente es:

im s 29 H(s) - 10 K’

s-0 S

Considerando la constante del tacometro (K; = 7 mV / rpm), se deduce que 14 V
corresponden a 2.000 rpm, obtenidas con la excitacién de 10 V. Asi, en unidades mks:

-1
k! - 2:000pm _ 2.000 ("PS) _[1 rev = 2 rad] - 20,94 rad.s
10v 60-10 v v
20,94 _ 104,72
Hmot(s) - =
0,2s+1 s+5

El sistema en lazo cerrado que controla la velocidad de giro (n(t)) del motor, siguiendo
una consigna digital r{n] introducida desde el teclado de un microcomputador, es:

MOTOR + TACOMETRO  REDUCTOR

teclado

il Aol [ o 104,72 1
3 > G, (@ E,D/A =75 1 30

AD n ()

Fig. 6.11. Modelo del sistema en lazo cerrado

El bloque 1/30 corresponde a la reduccién mecanica de 1:30. Como la potencia
mecanica es P, = par - velocidad, el reductor actua de forma similar a la de un
transformador ideal en sistemas eléctricos: conserva la potencia modificando sus dos
componentes, una en sentido inverso de la otra. Como en este caso lo que se reduce
es la velocidad, se aumenta el par motor.
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MODELACION EN EL DOMINIO DE LA TRANSFORMADA Z

Considerando el efecto de ZOH del conversor D/A, y despreciando los efectos debidos
a la cuantificacion en el conversor A/D, un primer modelo en el que se mezclan bloques
en tiempo continuo y en tiempo discreto es el de la figura siguiente:

]~ elnl G, @ 1-e718 3,5 n (t)

+ s s+5

Fig. 6.12. Modelo simplificado

Arreglando la funcion de transferencia del ZOH como se ha comentado en la figura 6.7,
se tiene:

35 n (t)
s (s+5) g

r[n] \f\ e[n] Gc (Z) 1- Z_1

+

Fig. 6.13. Modelacion del ZOH

El bloque en el dominio S se convierte al dominio Z para trabajar todo el lazo con una
herramienta homogénea. Este paso podria hacerse de forma rapida aprovechando
alguna de las relaciones entre los planos S y Z que se veran posteriormente. Por el
momento, se hace antitransformado H(s) para obtener su respuesta impulsional h(f), que
después se particularizara en los instantes de muestreo t = nT, en los que también esta
definida la secuencia discreta rn].

A =limsH(s) = 0,7
s-0

B=lim (s+5)H(s) = -0,7

s- -5

h(t) = 0,7 (1 -e 5ty u(t)
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Haciendo ahora t = nT, siendo T el periodo de muestreo:

h(nT) =0,7(1-e 5"T) u(nT) -

07 07 _ (1-e®NHorz’
-1 176—5TZ—1 (1*271)(1*6757-271)

con lo que el modelo del sistema en lazo cerrado es:

07 z Y (1-¢75T) | N@)

R(Z)\f-\ E(Z) G (Z) 1
5 c 1-z 1-21)(1- 5T 1)
Fig. 6.14. Modelo en el plano Z
y, agrupando bloques que estan en cascada en la cadena directa:
5T) N(z)

R2) \ED | ¢ @ 07 2 (1-¢
T\ c (1-¢ 57 z'1)

Fig. 6.15. Simplificacion de la figura anterior

Operando con los bloques de este sistema realimentado, se tiene que la funcién de
transferencia entre la salida del sistema N(z) -transformada de la velocidad-y la entrada
R(z) es:

N(z) 0,7z '(1-e°")G/2)

R(z) (1-e%7z")+G,(2)0,7z"'(1-e7%")

y, seleccionando un periodo de muestreo T= 0,01 s, mucho menor que la constante de
tiempo del motor, se tiene:
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N(z) 0,034 z ' G(z)

R(z) (1-0,9512z ")+ G,(z) 0,034z

ESTUDIO DE DIFERENTES CONTROLADORES G,(2):

a) G,(z)=100 z" (el microprocesador se limita a retardar cada muestra de entrada un

periodo de muestreo y a multiplicar el resultado por 100).

En este caso, los polos de la funcion de transferencia estan en:
2*-09512z+3,4=0 - z,,=0,4756 +j 1,7815

con lo que, al ser exteriores a la circunferencia de radio unidad, el sistema sera

inestable.

b) G,z)=2z"

Ahora los dos polos estan ubicados en:

z2-0,95122z+0,034=0 - z,=0,914, z,=0,0372

0,0372 0,914 Rez

situacidén que corresponde a un sistema estable sobreamortiguado.

Para ver la precisiébn con que la antena puede seguir un blanco que se mueva a
velocidad constante (consigna constante de velocidad), se supone una entrada
rnn] = u[n], o, en el dominio transformado:
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Con esta entrada, el valor de la velocidad de rotacion de la antena en régimen
permanente (valor final) sera de:

] = lim (1-2 Y N(z) = ——293% _ _ 04106
o 0,034 + 0,0488

Como la consigna es un escalon de amplitud unitaria, el error en la velocidad de rotacion
es del 58,94%.2

Se habria llegado al mismo resultado si, en lugar de trabajar con la funcion de
transferencia entre N(z) y R(z), se hubiera hecho con E(z)/R(z). La variable E(z) es la
transformada del error, definido como la diferencia entre la consigna de velocidad R(z)
y la velocidad real a la salida, N(z).

E(z) _ R(2)-N(z) _, _ N@z)
R(2) R(z) R(2)

SiR(z) =1/ (1-z"), se tiene:

1-0,9512z "

E(z) -
((1-0,95122 ")+ G (2)0,034z ")) (1-z ")

ycomo G (z)= z ",

e[=] = lim (1-z ') E(z) = 0,5894

z-1

Puesto que el error deberia ser cero, la desviacion es del 58,94%.

c) GJ(z)=10Z"/(1-2").

Puede comprobarse, siguiendo pasos paralelos a los anteriores, que:

e[<] =lim (1-z7") E(z) = 0

z-1

con lo que ya no habria error de seguimiento al blanco. Pero ahora los polos del sistema
en lazo cerrado estan en z,, = 0,9756 + j 0,5826, con un médulo de |z| = 1,136, lo que
convierte al sistema en inestable. Por lo que la anterior afirmacion sobre el error es de
interpretacion absurda, ya que el criterio dominante es la inestabilidad.

2 . . R ..
Puede comprobarse como ejercicio que, con un controlador G,(z) = 29-z", el error se reduciria al 4,72%,
al precio de llevar los polos al limite de la estabilidad (circunferencia de radio unidad).
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La busqueda sistematica de una expresion de G,(z) que cumpla con los requisitos de
estabilidad y precisién no es trivial, y es objeto de estudio en la Teoria de Control. Se
propone al lector que, como ejercicio, pruebe el controlador G (z) =10°z"/(1-Zz"), con
el que debe obtenerse estabilidad y error cero.

6.4. Analisis

En este apartado se estudian los tres aspectos basicos de analisis de un sistema de
control: precision, velocidad y estabilidad.

En primer lugar, se introducen las constantes de error y se relaciona el niumero de
integradores en un sistema con su capacidad para seguir diferentes entradas tipicas con
error de seguimiento nulo en régimen permanente (precisiéon del sistema).

La velocidad de un sistema discreto esta acotada por la frecuencia de muestreo. Por las
relaciones entre el plano S y el plano Z vistas en el capitulo 5, hay una compresién de
los polos del eje real del plano S hacia el centro de la circunferencia de radio unidad del
el plano Z, y una frecuencia maxima de valor w/2. Dada la relacion exponencial entre
el plano Sy el Z (z=e"), suelen usarse abacos para relacionar la respuesta del sistema
discreto y la de su equivalente en tiempo continuo.

Para el analisis de estabilidad se presentan la técnica del lugar geométrico de las raices,
asi como el criterio de Jury (equivalente al de Routh-Hurwitz para sistemas de tiempo
continuo).

6.4.1. Precision

Por precision de un sistema realimentado se entiende su capacidad para seguir sin error
una determinada sefal de entrada R(z). Dado el sistema simplificado de la figura 6.16,
donde G(z) modela el conjunto planta —G,(z)- y corrector -G(z)-, y la realimentacion
es unitaria:

N(z)

R@) ~\ E@ G (@
c

+

Fig. 6.16. Realimentacion unitaria

el error viene dado por:

R(z)

e

(6.15)
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y, aplicando el teorema del valor final de la transformada Z, el error en régimen
permanente sera:

: : : 1y _R(2)
e(x) =lim_.(1-z ") E(z) =lm_(1-z")—=L_
(=) 21 ( ) E(2) 21 ( )1+G(Z) (6.16)
A continuacién se evalua este error para algunas entradas tipo.
a) Entrada en escaldn (o de posicion), fn] = u[n]:
Rz) = ——
1-z1
e(=)=lim, ,(1-z") R(z) _ . lim,_, 1 Sp— (6.17)
1+G(2) 1+G(z) 1+G(1)
e(x) = L - K. =lim_, G(z)
1+G(1) 1+Kp’ p Tz

K, es la constante de error de posicion. Nétese que cuanto mayor sea K, menor sera el
error de seguimiento en régimen permanente a una entrada en escalon.

Si G(z) tuviera un término (1-z') en su denominador, debido al controlador o a la propia
planta, entonces:

1
G'(z) = (6.18)

y no habria error de seguimiento al escaléon. Como un término (1-z') en el denominador
puede asimilarse a un integrador (que en el caso analdgico seria 1/s, por la propiedad
de integracion de la transformada de Laplace —ejemplo 2.4.1), se dice que los sistemas
cuya G(z) tiene un polo en z = 1 son sistemas con “un integrador”. O también se les
denomina sistemas de tipo 1.

El tipo de un sistema lo determina el nimero de integradores que contiene, como se
vera a continuacion.

Si no hay ningun integrador, se habla de sistemas tipo 0. Como se ha visto, un sistema
de tipo 0 sigue a un escalon con un error constante e inversamente proporcional a K,
y uno de tipo 1 lo sigue sin error en régimen permanente.
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b) Entrada en rampa (o entrada de velocidad), r{in] = n u[n]
z -1
R(z) = — —
(1-z")

R@) 2 (6.19)

o) =ime (-2 D s ™ T e

e(x) = K, - lim,. (1-z ") G(z)

1
K,’

Si G(z) fuera un sistema de tipo 0 no podria neutralizar el término (1-z"'), con lo que K,
seria cero y el error infinito. Con una G(z) de tipo 1 se puede neutralizar, con lo que el
error seria acotado y tanto menor como mayor fuera K,. Con dos integradores habria un
término (1-z')* en el denominador de G(z), con lo que la constante de error de velocidad
K, seria infinita y el error de seguimiento (en régimen permanente) a la rampa seria
cero.

c¢) Entrada en parabola (o aceleracion), in] = n u[n]

-1 -1
R(z) - Z (1+z")
@ - 202D
o) - i _,-n_R(z) _ . 2 -
M2 0 6@ ™ 2 el 620

e(x) = K, = lim,_, (1-z 2 G(z)

2
K,

con lo que se necesitaria un sistema de tipo 2 para que el error fuera acotado, y uno de
tipo 3 para anularlo. La constante K, es el error de aceleracion. En algunos textos, se
utiliza como sefial de entrada rin] = (2) n? u[n], con lo que:

1
e(oo) = —
(=) K (6.21)
Sin embargo, este factor de escala es irrelevante para las conclusiones cualitativas

(numero de integradores y capacidad de seguimiento) que aqui se persiguen.

En sistemas mecanicos, es facil relacionar una entrada en escaldén con un salto en la
posicidén del servomecanismo. Y a partir de ahi, recordando las relaciones integrales
entre aceleracion, velocidad y posiciéon, comprender el nombre dado a la entrada en
rampa (velocidad constante: posicién incrementada linealmente) y a la entrada en
parabola (aceleracion constante). Para aplicaciones de comunicaciones, puede
pensarse en lazos de enganche de fase (PLL); el escalon corresponderia al seguimiento
entre dos frecuencias; la rampa, a un barrido.
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6.4.2. Velocidad

En sistemas continuos, la velocidad en que desaparece el régimen transitorio de la
respuesta es tanto mayor cuanto mas alejados del eje imaginario estén los polos en el
semiplano izquierdo del plano S. Sin embargo, la velocidad de los sistemas discretos
esta acotada por el teorema de Nyquist o, lo que es lo mismo, por el periodo de
muestreo.

Recordando las relaciones entre el plano S y el plano Z vistas en el apartado 5.3.4

(figura 5.12), puede llegarse a la idea cualitativa de que cuanto mas cercanos estén los
polos del sistema discreto al origen del plano Z, menor sera la duracion del transitorio.

Re z

X
v
Q

Fig. 6.17. Relaciones entre polos en el plano S y el plano Z

Recordando que la respuesta impulsional de un sistema de segundo orden de tiempo
continuo es del tipo:

y(t) = Ke ' cos(w, t + @), w, = wy y1-¢ (6.22)

se pueden relacionar el coeficiente de amortiguamiento ¢ y la frecuencia natural (en
proporcion respecto a la de muestreo, w,) con los polos en el plano Z mediante el
siguiente abaco, obtenido de la transformacion z = e™.
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Rez
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Fig. 6.18. Abacos de transformacion de los polos para un sistema de segundo orden

6.4.3. Estabilidad

La funcion de transferencia en lazo cerrado de un sistema realimentado es:

Mg - Y@ 8
@ 1-G@HE)

de donde se observa que las raices del producto G(z) H(z) estan relacionados con los
polos de T(z). Para hallar directamente los polos de T(z) puede resolverse la ecuacion
caracteristica:

1+G(2)Hz) = 0 (6.23)

En ello se basa el criterio de Jury, que se estudiara en este apartado. Pero antes se
presentara el método del lugar geométrico de las raices (LGR), que proporciona
informacion cualitativa y cuantitativa sobre la estabilidad y la dinamica del sistema en
lazo cerrado.

El método del LGR simplifica los calculos al trabajar sobre la denominada funcion de
transferencia en lazo abierto y que se define como el producto G(z) H(z); de ella se
obtiene informacion sobre los polos de T(z).

El nombre de funcién de transferencia en lazo abierto es algo engafiosa, ya que no se
refiere a que se abra el circuito de realimentacion. Simplemente, debe tomarse como
una expresion para denotar el producto G(z) H(z).
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La relacion basica entre los polos del sistema en lazo cerrado y las raices de la funcion
en lazo abierto es simple: basta con observar que la ecuacién 6.23 se cumplira siempre
que G(z) H(z) =-1. O, lo que es lo mismo:

| G(2) H(z)| =1 (6.24)
fase de G(z) H(z)= £ 180°

De estas dos condiciones se definen los margenes de gananciay de fase. Como se vera
en el capitulo 7, la sustitucion en régimen permanente z = e, siendo Q la frecuencia
discreta (Q = wT), permitira ver las curvas de respuesta en frecuencia de una funcion
de transferencia discreta. Dado que las dos condiciones de la ecuacion 6.24 deben
cumplirse simultaneamente para que las soluciones de G(z) H(z) = -1 sean polos de
T(2), la fase afiadible a G(z) H(z) hasta llegar a la segunda condicion (de 180°), medida
a la frecuencia Q en que se cumpla la primera condicion de médulo unitario (frecuencia
de transmision del lazo), se denomina margen de fase. Y si se fija primero la condicion
de 180°, se define el margen de ganancia como la cantidad en que se puede aumentar
el médulo de G(z) H(z) hasta que sea unitario, medida a la frecuencia en que el desfase
sea de 180°.

Sin embargo, el margen de ganancia se especifica en decibelios (dB), siendo:
ganancia (dB) = 20 log,, | G(z) H(z) | (6.25)

lo que conlleva que la condicion de modulo unitario sea equivalente a la de una
ganancia de 0 dB.

20 Iog|GH(eJQ )|
OdB\mg
-TT 0 T Q
Q

Fig. 6.19. Margenes de ganancia (m,) y de fase (m,)

En la figura anterior se ha ilustrado una sola frecuencia en que el desfase es de 180°.
No obstante, en sistemas mas complejos es habitual que la curva de fase pase mas de
una vez por 180°. En este caso, se especifica como margen de ganancia el peor desde
el punto de vista de la estabilidad, es decir, el mas cercano a los 0 dB.
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Si por las caracteristicas del sistema no se alcanzara nunca un valor de la respuesta
frecuencial con 0 dB de ganancia o con 180° de desfase, alguno (0 ambos) de los
anteriores margenes no estaria definido.

6.4.3.1. Lugar geométrico de las raices

El lugar geométrico de las raices (LGR) consiste en unas lineas denominadas ramas
que cumplen con la condicién de fase de la ecuacion 6.24 y, por tanto, son soluciones
potenciales de la ecuacién de lazo abierto G(z) H(z) = -1, la cual da los polos del
sistema T(z) en lazo cerrado.

Para determinar cuales de los puntos que configuran las ramas son realmente polos en
lazo cerrado, bastaria con comprobar qué puntos cumplen también con la condicién de
modulo unitario en la ecuacion 6.24. Sin embargo, es usual permitir el ajuste de la
ganancia en los controladores G,(z), por lo que las ramas del LGR se entienden como
una representacion grafica del desplazamiento que experimentan los polos de T(z) al
modificar la ganancia del controlador.

Supdngase, como ejemplo inicial, el sistema formado por:
G,(2) = kl(z-0,3), G,(z) = 10/(z-0,8) y H(z) = 5

siendo k un parametro ajustable. Con ello:

_ 50 k
G(z) H(z) = 2.03)(08) (6.26)

Sobre el diagrama de polos y ceros (no hay ceros en el ejemplo), se puede comprobar
que todos los tramos del eje real que tengan a su derecha un numero impar de raices
cumpliran la condicion de 180° (cada raiz a la derecha del punto le aporta 180°, y cada
una a su izquierda, 0°). En la figura es la zona marcada con una linea mas gruesa.

Rez
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Observando la ecuacion caracteristica:

50 k
(z-0,3) (z-0,8)

1+G(2)H(z) =1 + =(z-0,3)(z-0,8) + 50k =0 (6.27)

se comprueba que para k = 0 las soluciones son los propios polos z=0,3y z=0,8. Por
ello se dice, que al variar k, el LGR empieza en los polos. Al ir aumentado el valor de k,
los dos polos en lazo cerrado se van desplazando por la linea gruesa de la figura
anterior (ya que cumple la condicién de 180°), hasta que se encuentren en el punto
central. Este es un punto de bifurcacién a partir del cual se separan en dos ramas a *
90° entre ellas, las cuales también cumplen la condicion de 180° (a + b = 180° en la

figura).

Imz

Re z

dh

Para conocer la posicion exacta de los polos para un determinado valor de k, basta con
aplicar la condicion de modulo unitario. Asi, para el punto de interseccion de las ramas
con la circunferencia de radio unidad (k critica a partir de la cual el sistema seria
inestable al salir los polos fuera de la circunferencia), se tiene:

Imz

Re z

dh
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G(2) H(z)| = 1
| G(2) H(2) | (6.28)

G(z) H(z =— =1
| () ()‘enZ:P d1d2

Midiendo graficamente las distancias d1y d2, d1 = d2 = 0,87. Con ello, la k critica es,
aproximadamente, k=0,015. Este proceso puede hacerse con mas precision con ayuda
del programa Matlab:

» n1=50;

» d1=[1-0.3];

» n2=1;

» d2=[1 -0.8];

» [n,d]=series(n1,d1,n2,d2);
» rlocus(n,d)

» zgrid

» axis([-1,1,-1,1])

» axis square

# con ello se ve el LGR. Para poder pinchar con el ratéon un punto de la grafica y obtener el valor
de k y de los polos en este punto, se hace:

» [k,poles]=rlocfind(n,d)
Select a point in the graphics window

y devuelve los valores de k y de los polos:
k= 0.0154
poles =

0.5500 + 0.8421i
0.5500 - 0.8421i

Imag Axis

Real Axis
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Hay unas reglas para dibujar el LGR, que basicamente son:
. El LGR es simétrico respecto al eje real.

. Los puntos del eje real con un numero impar de raices (polos y ceros) a su
derecha forman parte del LGR.

. Las ramas nacen (k = 0) en los polos de G(z) H(z) y mueren (k = «) en los ceros
(silos hay) o en el infinito (es el caso del ejemplo anterior). Hay tantas ramas como
polos de G(z) H(z).

. Las ramas siguen unas asintotas (rectas directrices a las que alcanzan a medida
que k tiende a infinito) cuyo nacimiento es en el punto (suponiendo m ceros y n
polos):

n m
Y parte real de los polos - Y parte real de los ceros (6.29)

g = = =1
n-m

y los angulos de llegada de las asintotas son:

o - (1+2h)180°

h =0,1,..,(nh-m-1) (6.30)
n-m
. El punto de bifurcacién de las ramas es el de maxima sensibilidad de k respecto
az
dk
— =0
dz (6.31)

Pero vamos a dejar que el Matlab se encargue de los trazados del LGR para centrarnos
en evaluar el efecto cualitativo de polos y ceros adicionales aportados por el controlador.
Por ejemplo, si en el ejemplo anterior se modifica G z) afiadiéndole un cero,
G/2) = k (z+0,9) /(z-0,3)

50 k (z+0,9)
(z-0,5) (z-0,8)

G(z)H(z) = (6.32)

se tiene el siguiente LGR, donde se puede apreciar el efecto “atractivo” del cero sobre
las ramas del LGR del caso anterior.
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2.5 - - . . .

=
i
T

Imag Axis

=
M
T

25 ' ' ' ;
iy, -1 1] 1 2

Real Axis

siendo ahora la k critica de k= 0,0168. Se observa que el cero ha aumentado la seccion
de las ramas que estan dentro de la circunferencia de radio unidad. Si el cero hubiera
estado mas en el interior, por ejemplo en el origen: G,(z) = kz/(z-0,3), el resultado seria:

Irmag Axis

- [
-1 0.8 0.6 0.4 02 0 02 0.4 0.6 0.8 1
Real Axis
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Se observa que el punto de bifurcacion de las ramas se ha desplazado hacia la izquierda
por efecto de atraccion del cero, y que las dos ramas mueren en el ceroy en z = -« . El
valor de k para el cual el polo sale de la circunferencia de radio unidad es
k =0,0468, y en este instante los polos estdn en z=-1y en z=-0,24.

Si se retoma el ejempilo inicial, pero ahora afiadiendo, en lugar de un cero, otro polo en
el origen, G,(z) = k/ z (z-0,3), el resultado es:

08

06

04r

02

Irnay Axis

02k

o4l

0B

08k

-1 08 0.6 0.4 -0.2 ] 02 0.4 06 08 1
Real Axis

Con una k critica de k = 0,0095. Como se observa, el efecto del polo adicional ha sido
el de “repeler” las ramas del LGR inicial, siendo ahora inestable para un valor de k menor
(menos margen de variacion de k). Como ejercicio, puede comprobarse, en este caso,
que el valor de k en el que se empiezan a separar las dos ramas (valor minimo con polos
aun reales) es k = 0,0007.

De este ejemplo puede extraerse otra conclusién si se revisa lo comentado al final del
apartado 6.3 sobre la importancia de organizar correctamente la programacion del
algoritmo del controlador. Si el polo en el origen (término z') fuera debido a una mala
programacion del algoritmo, sus efectos inestabilizadores son evidentes.

6.4.3.2. Criterio de Jury

El criterio de Jury ha ido perdiendo relevancia con la mejora constante de programas de
analisis y simulacién de sistemas de control; sin embargo, es una importante herramienta
para evaluar los margenes en que se puede variar algun parametro del sistema
manteniendo la estabilidad de éste.
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Es el equivalente en tiempo discreto del criterio de Routh-Hurwitz utilizado para sistemas
de tiempo continuo. Permite determinar la existencia de raices de médulo superior a 1
en polinomios de grado n, aunque sin explicitar el valor de las raices. En el caso de que
el polinomio sea la ecuacién caracteristica de un sistema de control, el diagnéstico de
raices con modulo superior a 1 significa la presencia de polos (raices de la ecuacion
caracteristica) fuera de la circunferencia de radio unidad.

Supodngase que el polinomio caracteristico de un sistema realimentado contiene n
coeficientes reales:

P(z)=1+GH(z) - Y a;z' - a,z"+a, ,z""+ .. + a,z+a, (6.33)

n
i=0

Una vez arreglados los coeficientes para que a, > 0, se construye la tabla siguiente:

a, a,.1 8,5 e a, e a, a,
a, a, a, ... - a,.q a,
b, b,., b, s b, ... b, b,
bo b1 b2 bn—k ........ bn_2 bn_1
Chz Crg  eeeereen Cy
(o C;  eeeerenn Chz
I3 Iy ry I
I ry Iy I3
q, q, 9 (hasta llegar
al segundo
orden)
siendo:

by=asa., - a,a, 4

Cy=by by = by b,y (6.34)



6 Sistemas de control digital 257

Segun el criterio de Jury, las condiciones necesarias y suficientes para que las raices
estén en el interior de la circunferencia de radio unidad son:

—

& |<a,

2. P(1)>0, siendo P(z) el polinomio caracteristico.
3. P(-1) >0 para n par, o P(-1) < Q para n impar.

4. [by [> | by |

[Co [> ] Cpoz |

o[> 13
hasta llegar al polinomio de segundo orden:

19 1> 1 q, |
Por ejemplo, para n = 2:
P(z) - a,z?+a,z +a, (6.35)

con a,> 0. Las condiciones anteriores son:

1. |ag [< &

2.P1)>0 - a,+a,+a,>0

3.P(-1)>0 - a,-a,+a,>0
Y para un polinomio con n = 3:

P(z) = a;z® + a,z*+a,z +a, (6.36)

con a;> 0, las condiciones de estabilidad son:

1. |ag|<as
2. P1)>0 »- a;+a,+a,+a,>0
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4.
a; a a ay
dg a, a a3
2 2
ao 82_ 83 81 aO a1 - 83 a2 aO = 33
302 = 332 ao a1 - 83 a2 ao a2_ 83 a1

Con lo que la condicién |b, |> | b,., | se convierte en:

lag’ - a5’| > |aya, . a; ay|

Ejemplo de aplicacion:

Sea el sistema de la figura:

R(z) z+1 Y(z)
¥ 1 zz-081)

Aplicando el criterio de Jury, se va a determinar el margen de valores que puede tomar
el parametro K sin que el sistema entre en inestabilidad. El polinomio caracteristico es:

z+1

Pz)=1+K—————
z(z-0,81)

-0 => z2+(K-0,81)z+K =0 (6.37)

Cumpliéndose la condicion 1 ( |ay|< a; ) si K < 1. Esta sera una cota de variacion del
parametro K.

De la condicion 2 se tiene:

1+K-0,81+K = 2K+0,19 >0 => K> -0,095 (6.38)

Mientras que la condicién 3 se cumple para cualquier valor de K:

1-K+0,81 +K => 1,81>0 (6.39)



6 Sistemas de control digital 259

Asi pues, la zona de estabilidad sera para el margen de valores:

~0,095 < K <1 (6.40)

6.5. Diseno

A continuacion se tratan tres enfoques diferentes del disefio de controladores digitales,
cada uno de ellos idoneo para distintas situaciones.

El rediseno digital es la técnica que permite implementar un controlador digital con
dinamica similar a la de un controlador analdgico previamente disefiado, lo que puede
tener aplicacion tanto para el caso de querer actualizar la tecnologia del regulador sin
cambiar su funcién, como para el caso en que se haya disefiado el regulador en el
campo analdgico por mayor comodidad del disefiador. Este segundo enfoque permitiria
llegar a la ecuacion en diferencias del controlador digital a disefiadores expertos en
control analégico, pero sin mas conocimientos de control digital de lo que se vera en el
préximo apartado 6.5.1.

El segundo método de disefio que se va a presentar, el cual mas bien deberia llamarse
método basado en el ajuste, son los reguladores PID. Su ajuste no requiere un modelo
de la planta (situacién frecuente en la practica por la dificultad de elaborar modelos),
simplemente unas pruebas elementales sobre ella y conocer unos criterios cualitativos
del efecto de los tres bloques que se vana estudiar: proporcional (P), integrativo (I) y
derivativo (D).

El tercer método, por el contrario, requiere un buen modelado de la planta. Pero en
contrapartida da unos excelentes resultados, buscando la dinamica ideal de un sistema
de control. Es el disefio dead-beat (“sin sobreimpulso”), y su aplicabilidad queda
practicamente restringida a sistemas de fase minima (es decir, con todos los ceros en
el interior de la circunferencia de radio unidad).

6.5.1. Técnicas de transformacion de disenos analégicos
(rediseio digital)

Por redisefio digital se entienden unas técnicas que nacieron con la aparicién de los
primeros microprocesadores y cuyo objetivo es obtener ecuaciones en diferencias para
poder programar controladores digitales que fuercen una dinamica del sistema en lazo
cerrado igual a la de un controlador analdgico.

Este enfoque puede tener dos procedencias diferentes. Una es cuando se dispone de
un controlador analdgico cuyo funcionamiento es satisfactorio pero que por motivos de
imagen empresarial o porque se quiere anadir otras funciones suplementarias al
controlador, se decide implementarlo digitalmente. La otra es cuando se prefieren usar
herramientas analdgicas para disefar el controlador, que luego se implementara
digitalmente.

En ambos casos, el objetivo se resume en que, dada una G_(s) —analdgica—, se desea
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obtener una G,(z) -digital- equivalente.

Como el controlador no es mas que un filtro, las técnicas usadas en su redisefo digital
son las mismas que cuando se quiere redisefiar digitalmente un filtro analégico, tema
en el que se abundara en el capitulo 10 al tratar los filtros de respuesta impulsional
infinita (filtros IIR), concretamente en el apartado 10.3. Por ello, en el presente apartado
s6lo se avanzan algunos conceptos para el lector que no desee mayores
profundizaciones.

6.5.1.1. Rediseno usando la primera diferencia de retorno

Latécnica de la primera diferencia de retorno (first difference backward, FDB) ya ha sido
introducida en el apartado 2.4, como un ejemplo de realizacién digital de un filtro
analdégico. Como en el capitulo 2 aun no se habia tratado la transformada Z, se habia
utilizado un operador D' que representaba un retardo de T segundos, siendo T el
periodo de muestreo. Ahora, una vez conocida la transformada Z y, en especial, la
propiedad de desplazamiento en el tiempo, es evidente que D' = 2. Asi, las relaciones
del apartado 2.4 pueden reescribirse como:

(6.41)

las cuales permiten pasar de una G(s) a una G(z).

En un analisis detallado de esta relacidén se ve que hay una cierta distorsion, ilustrada
en la figura 6.20. Como puede observarse, el eje imaginario del plano S se transforma
en una circunferencia interna a la de radio unidad en el plano Z. Consecuencia de ello
es que los polos del sistema discreto tendran un margen de estabilidad mayor que los
del sistema analdgico original. Por ejemplo, polos en el eje imaginario del plano S, que
estarian en la situacion limite de estabilidad (osciladores), darian respuestas libres
decrecientes en el equivalente discreto (puntos Ay B en la figura).

jw Imz
. 'y
D
¢ A
[ ]
b A
C F c F

® L 4 >0 l:> ® ReZ

Fig. 6.20. Mapeado de puntos con la FDB
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Esta distorsion, normalmente inaceptable en el disefio de filtros, puede ser incluso
positiva en algunos controladores ya que con ellas se aumenta el margen de estabilidad
al discretizar el disefio analégico. En cualquier caso, puede asumirse que el error es
despreciable si los polos del sistema continuo se proyectan en un sector comprendido
entre + 25° respecto al eje real positivo del plano Z.

g RN
4
N (] +25°
ReZ
\\ _250
\\ //

Fig. 6.21. Margen de proyeccién en el plano Z con la FDB

Es importante notar que, por la propia deduccion de la ecuacion 6.41, el efecto de
retencién de orden cero (ZOH) ya esta incluido. Ello es asi porque el operador derivativo
del que se ha partido en el capitulo 2, y al que se habia aproximado por:

df(t) f(t) - f(t-T)
dt T

presupone mantener f(t-T) durante T segundos para poder restarlo de f{(t). Por ello, en
el modelado de la planta no hay que considerar el ZOH como se ha hecho en el
apartado 6.3. Es decir, se opera directamente con la transformada Z de la planta, sin
dividir previamente por “s”. Y en el controlador no hay que afiadir el término (1-z"') como

se ilustraba en la figura 6.7.

6.5.1.2. Rediseno usando la transformacion bilineal (aproximacion
de Tustin)

Esta transformacion, como se vera en detalle en el capitulo 10, puede deducirse por
transformacion de la operaciéon de integracion (término 1/s en la transformada de
Laplace). Asi, en cierto sentido, es suplementaria de la anterior FDB, que se obtenia por
transformacion de la operacién derivativa. Y precisamente por ser deducible a partir de
un integrador (que va acumulando resultados), también son de aplicacién los
comentarios anteriores sobre el modelado de la planta sin incluir el ZOH.

En este apartado se utiliza otra via para obtener la transformacién bilineal, que esta
basada en el denominado método de Tustin. Recordando que z = e™, podemos invertir
esta relacion de modo que s = (1/T) In(z). Por otro lado, sabemos que el desarrollo en
serie de Taylor del logaritmo es:
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In(z)—2(u+%u3+lu5+...)
(6.42)
1 -z
uy= —=
1 +z1

Con lo que, cortando al primer término el anterior desarrollo en serie, puede
establecerse la relacion bilineal:

21-z" | ,_ 1-(2s

T 1+z1 1 -(TI2)s (6.43)

Igual que en el caso anterior, la relacion bilineal también conlleva una cierta distorsion
en el paso de G,(s) a G,(z), como puede verse en la figura 6.22. Pero ahora los polos
del eje imaginario del plano S si que se proyectan sobre la circunferencia de radio
unidad (lo que es correcto), pero a intervalos no lineales, que se van comprimiendo
cuanto mas cercanos estan del punto z = -1. Afortunadamente, como se vera en el
apartado 10.3.1.3 al hacer un analisis frecuencial de la transformacion bilineal, esta
distorsién se puede describir analiticamente, por lo que se podran predistorsionar (o
preecualizar, si se prefiere) los puntos del plano S para que, al ser transformados al
plano Z, se ubiquen en los lugares deseados. El fendbmeno es similar al de una escopeta
de feria con el punto de mira desajustado (distorsion). Sabiendo en cuanto lo esta, basta
con apuntar en sentido contrario (predistorsién) una magnitud igual al desajuste para
acertar en el blanco. A esta operacion se la denomina, en inglés, operacion de
prewarping.

ImZ

5

-n

Fig. 6.22. Mapeado de puntos con la transformacion bilineal
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Empiricamente, si los polos del sistema continuo se proyectan en un sector
comprendido entre + 45° respecto al eje real positivo del plano Z, puede asumirse que
el error es despreciable (del orden del 2%).

Ejemplo

Sea el filtro analdgico:

10(s+2)

H(s) = —
s“+4s +100

(6.44)

Aplicando la transformacion de primera diferencia de retorno (FDB), se obtiene:

s o 1-z1
=
10((1‘2_1)+2]
T
G(z) =
((1—;'1))2 4((1 z'1)) . 100 (649

10T((1+27)-z"")
(1+100T2+4T)-2(2T+1)z '+z 2

cuya respuesta al escalon, para diferentes valores del tiempo de muestreo T, es la que
se muestra en la figura siguiente:

1 T T T T T

0,8
sistema analdgico
| FDB, T=0,03
0.6 l/ | FDB, T=0,01

-0,2 1 1 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

segundos

Fig. 6.23. Comparativa de respuestas al escalén (FDB)



264

Procesado digital de sefiales. Fundamentos

Noétese que las oscilaciones de las respuestas del filtro discretizado se amortiguan antes
que la del analdgico, tanto mas cuanto mayor es el periodo de muestreo. Ello es
consecuencia de la distorsiéon mostrada en la figura 6.20.

Si se utiliza la transformacion bilineal, el resultado es el de la figura 6.24. Notése la
mayor similitud con la respuesta del sistema analogico original aun empleando mayores
periodos de muestreo que los usados en el caso anterior (FDB).

0,8
[T ——— sistema analdgico
-'I: ————— Bilineal, T=0,03
0,6 N _
--------- Bilineal, T=0,01

1,5 2 2,5

segundos

Fig. 6.24. Comparativa de respuestas al escalén (bilineal)

6.5.2. Reguladores PID

Un regulador PID esta formado por tres bloques, que efectian las acciones proporcional
(amplificacioén o atenuacion), integrativa y derivativa que le dan el nombre. Es el mas
utilizado en la industria, porque es relativamente facil de ajustar a partir de directrices
cualitativas y porque no requiere un modelo matematico del proceso a regular.

Si bien nada impide (al menos tedricamente) obtener un modelo de la planta y sobre él
usar técnicas como las del LGR o las de analisis de precisién para ver la conveniencia
de usar un regulador con mas o menos amplificacion, la de poner o no un polo en el
origen (integrador) o la de desplazar las ramas del LGR mediante la adicion de ceros
en el regulador, no es ésta la via de disefo para reguladores PID. En él se prioriza la
experiencia de la persona encargada del ajuste frente a las teorias.

Puede verse un simil del regulador PID en el caso de un conductor de un automoévil que
entra en una curva a velocidad inadecuada (por alta) sobre un camino de tierra (derrape
de las ruedas) y con un arbol a la salida de la curva. Si se efectian correctamente las
acciones PID, la proporcional le guiara en girar al volante proporcionalmente ala curva,
la integral (historia) le dird cémo controlar el derrape del vehiculo segun como haya
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encarado la curva, y de este modo tomarla sin salirse de la carretera (precision). Y la
derivativa (efecto anticipativo o de tendencia) le dira como estabilizar las acciones
anteriores atendiendo al arbol que hay enfrente. Un conductor que hubiera entrado a
velocidad moderada, no necesitaria efectuar la accién integrativa, sino que sélo le
bastarian la proporcional y la derivativa (regulador PD). Y en el caso extremo de una
curva suave, tomada a velocidad correcta y sin obstaculos, sélo seria necesaria la
acciéon de girar el volante (regulador P). Algo similar efectia el encargado de un
regulador PID. A partir de unas primeras pruebas sobre la dinamica de la planta, decide
si prioriza las acciones P, 1 o D, y en qué cantidad.

El proceso de ajuste normal es el de empezar conectando el regulador PID a la planta
y cerrar el lazo. Con los efectos | y D anulados, se va variando el ajuste proporcional
hasta que se obtiene la mejor dinamica posible.?

Pero podria ser que por falta de polos en el origen, la planta no fuera lo bastante
precisa, y que quedara un error entre la consigna y la salida. Como se ha visto en el
analisis de precision, ello puede corregirse afnadiendo un polo en el origen (integrador).
De este modo, el encargado del ajuste afiadiria accion integral a la proporcional (P1).
Incluso podria darse el caso de que la planta tuviera alinealidades que crearan una zona
muerta de tal modo que, al llegar el error a un valor pequefio, fuera imperceptible y el
lazo cerrado no actuara sobre él. Gracias a la accién integral, se iria acumulando este
error, hasta el momento en que alcanzara un nivel capaz de ser percibido por el
sistema, el cual, en consecuencia, podria actuar para compensarlo.

Al tratar el LGR, se ha visto que un polo adicional puede inestabilizar el sistema. Asi
pues, puede darse la paradoja de que el término integrativo, beneficioso para la
precision, perjudicara la estabilidad. Una solucion es aprovechar el efecto de los ceros
de atraer hacia ellos las ramas del LGR, y de ello se encarga el bloque derivativo (PID).

Sin embargo, si la planta ya tuviera por si misma polos en el origen y se afadieran
términos integrativos (1), el grado de inestabilidad podria ser tal que el término derivativo
no lo pudiera compensar. Un ejemplo sencillo: plantas con un polo en el origen (ademas
de otros términos), situacion tipica en reguladores mecanicos de posiciéon. Si el
regulador afiade otro polo adicional habra un término

N

en el denominador, cuya respuesta temporal asociada es t-u(t) —-funcién rampa-, que
tiende a infinito (inestable).

Asi pues, los efectos de cada término del regulador PID son:

Hay métodos empiricos que facilitan el ajuste inicial de los reguladores PID, como los de Ziegler-
Nichols. Basicamente, consisten en excitar la planta con un escalén y medir los tiempos de respuesta,
0, si es posible, ver para qué valor del término proporcional la planta empieza a oscilar. A partir de esta
informacion, hay unas tablas que sugieren unos ajustes iniciales de los parametros P, | o D.



266 Procesado digital de sefales. Fundamentos

P Dinamica en general. Forma cualitativa de la respuesta. Velocidad.

| Precision. Posible inestabilidad.

D Estabilidad. Posible magnificacion del ruido.

El comentario sobre la magnificacion del ruido se desarrollara mas adelante, al estudiar
la implementacion digital del regulador.

Segun los objetivos deseados y el tipo de planta a regular, puede que sélo se use el
efecto proporcional (regulador P), el proporcional mas el integrativo (regulador PI), el
proporcional mas el derivativo (regulador PD) o los tres (regulador PID).

En el caso analégico, un regulador PID viene dado por la expresion:

G,(s) =K, (1+

+ T4 S
s T ) (6.46)

siendo 1 el tiempo de reset correspondiente al bloque integrativo, y 1, el tiempo
derivativo. Estos nombres proceden de unas medidas que se hacen sobre los
reguladores para medir la fuerza de cada efecto. Podemos simplificarlo diciendo que,
simplemente, el inverso de T; es la constante del integrador, y que 1, es la del bloque
derivador. Nétese que el bloque derivativo, tal como aparece en la ecuacion 6.46, no es
implementable por tener mas ceros (uno) que polos (ninguno). Por ello, se incluye un
polo para su realizabilidad.

El esquema de un PID analégico seria el de la figura siguiente (los lectores con
conocimientos de circuitos basicos con amplificadores operacionales podran apreciar
la sencillez de su realizacion analogica).

v, ()

K, S V(S)>| C(s)
——() PLANTA
R(s) . T, s +

‘ V,(6)

Ko Td S V,(©)

1+7T4 s

Fig. 6.25. Regulador PID analégico
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Los algoritmos para la programacion digital de cada bloque son:

a) Bloque proporcional:

Vi(z) = K, E(z) = K

c

(R(z) - C(2)) =

(6.47)
v,[n] = K, (r[n] - c[n])

b) Bloque integrativo:
Para la realizacion de este bloque, es preferible la aproximacion bilineal porque

mantiene una mayor similitud con la respuesta del integrador analdgico que la que se
obtiene si se discretiza con la aproximacién de FDB (apartado 6.5.1.1).

K -1 K
Vy(z) - = L 122 gy | 2 Do |-
T, 2 1—21 T, 2
(1-z2") Vu(z) = K, (1+z2") E(z) = (6.48)

v,[n] - v,[n-1] = K, (e[n] +e[n-1] ) =

v,[n] = v,[n-1] + K, (e[n] +e[n-1])

c) Bloque derivativo:

En este bloque es preferible el uso de la FDB, ya que se ha comprobado empiricamente
que su transformacién mediante la aproximacion bilineal puede llevar a inestabilidades.

Siguiendo los pasos anteriores:

. 1-z71
d T Td
V,(z) = E(z) =|L =K, |=
) EE T K
N T
1
KOz
K, B (6.49)
RE R
%v3[n—1] . e[n] - e[n—1])

vs[n] = K,

Kp

1+ —=
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Algunas modificaciones:

- Término proporcional:

En ocasiones se ha manifestado conveniente ponderar la consigna R(z) con un factor
diferente a la salida C(z), introduciendo un factor de ponderacion b:

V,(z) = K, (bR(z) - C(z)) -

(6.50)
v,[n] = K, (br[n] - c[n])

- Término derivativo:

En el caso de un regulador, la consigna R(z) es constante (valor a mantener). Pero
cuando se trata de un controlador debe seguir los cambios en la consigna R(z), que,
de ser bruscos, produciran importantes valores a la salida del derivador pudiendo
provocar saturaciones. Por ello, algunos algoritmos PID no conectan la consiga R(z)
a la entrada del bloque derivativo.

En estos casos, la entrada del bloque D es directamente la salida C(z):

V,(z) = C
3(2) iz (z) (6.51)
N T

Otro aspecto a tener en cuenta al valorar el peso del bloque derivativo son los ruidos
del sistema a controlar, sean internos o externos. Por ejemplo, supéngase una sefal
E(z) constante. En este caso, la ecuacién (6.49) nos lleva a una salida del término
derivativo:

L vln-11 + eln] - e[n-1] vl

v,[n] = K - K, ——
5[N] D 1 K, s (6.52)
+

N

que tiende a cero (ya que N > 0).

Pero si el sistema esta contaminado por un ruido, el valor de e[n] ya no sera igual al
de e[n-1], siendo entonces no nula la salida v;[n], y tanto mayor cuanto menor sea
el periodo de muestreo. Esta ultima afirmacién resulta mas evidente si no se incluye
el polo en el término derivativo:

1-z1

T

V,(s) = 1,8 E(s) = V,(2) = 1, E(2)

(6.53)
e[n] - e[n-1]

vs[n] =1, -
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Ello impone cautelas a la hora de elegir la frecuencia de muestreo, limitando el
criterio general (criterio de muestreo de Nyquist) de que cuanto mayor sea esta
frecuencia, mejor. Un consejo practico dado por Amstrom y Wittenmark es que en el
caso de usar el polo:

T-N
Ty

H

[de 0,2 a 0,6] (6.54)

« Si bien el término derivativo 1, s (derivador analdgico) no es realizable en tiempo
continuo, su discretizacion mediante la primera diferencia de retorno conlleva una
estructura en tiempo discreto causal (ecuacién 6.53), por lo que no es necesario
introducir el polo adicional al bloque derivativo. Asi, un sencillo diagrama de
programacion del regulador PID seria:

G, (s) = K, 1+TRS+TDS]=>
1 T 1+z" 1-z71
G(z) =K 1+ — — + T 6.55
c( ) c Tr 2 17271 d T ] ( )
1+Z_1 -1
G, (z) = K, + K, K, (1-z")
1-z1
Ke V,@
>
Ky 1
E(z) +)—> V(z)
—
1
)
Kq -z T V,(2)
~, N
7 e

Fig. 6.26. Programacién del PID digital

- Término integrativo:

Si por alinealidades en la planta, como seria el caso de una saturacion en su salida, el
valor de su salida c(t) ya no se pudiera modificar, aun habiendo una sefal de error e(t),
el regulador PID no podria anular el error. El efecto acumulativo del integrador sobre
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ese error daria una salida que tedricamente tenderia a infinito y, en la practica, a
situaciones de desbordamiento (overflow) en el dispositivo de calculo digital. Este
fendmeno por el que el bloque integrador puede llevar a situaciones de desbordamiento
se denomina wind-up.

Hay varias posibilidades para reducir el wind-up. Una de ellas es la que se muestra en
la figura:

Vv,@)
P

E(2) V., (2) V(z) U

3 2
> sl D —>€IS f >

K
vV, ()
> 1 " +

W(z)

Fig. 6.27. Incorporacion del bloque anti-wind-up (bloque f)

La funcion f puede representar un actuador saturable de la planta, o toda la planta —en
este caso, U(z) = C(Z)-, siendo en cada instante de tiempo t,:

uméx Si V( tk) > Uma’x
f [V(tk)] = Unin si V(tk) < Unin (656)
Ku(t) siu,, <v(t)<u

min

Notese que la sefal w(t,) es negativa si v(t,) > u(t,), situacion que se produce cuando
el bloque f esta saturado.

La ecuacion en diferencias que rige el bloque integrador de la figura (bloque I) es:

v,[n] = v,[n-1] + K, (e[n] - e[n-1]) + K, (u[n] - v[n]) (6.57)

Siv(t,) > u(t,), el valor de v,[n] disminuye proporcionalmente al parametro K, saliéndose
asi de la saturacion.
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6.5.3. Diseno dead-beat

El denominado disefo sin sobreimpulso, o dead-beat, es de sencilla aplicaciéon y ofrece
muy buenos resultados. La restriccion es que se requiere un modelo bastante exacto
de la planta; en este sentido, es complementario al anterior regulador PID, en que no
hacia falta este modelo.

Supongase un sistema como el de la figura:

R(2) E(2) C(2)
/\ Gc (Z) N (Z)
- D(z)

+

Fig. 6.28. Sistema de control digital

El objetivo ideal de todo sistema de control seria que el controlador compensara
totalmente la inevitable dinamica de la planta, de modo que c(f) = r(f). Ello significa que:

@ _ 4 (6.58)

M(z) R

En el ejemplo de la figura anterior:

NE)

D(z)

. Nz)

1+ G,(2) D) K (6.59)
D(z)

(2) (1 -K)

G.(2)

M(z) = -1 -

G.(2) = N

Aparentemente ya estaria disenado el corrector. Y esto seria cierto si la planta no
tuviera ceros de fase no minima (en el exterior de la circunferencia de radio unidad) y
el orden de N(z) fuera igual al de D(z). A continuacién se analiza cada caso por
separado:

- Ceros de fase no minima:
Como los ceros de la planta —raices de N(z)- pasan a ser polos del controlador G(z),

no pueden estar fuera de la circunferencia de radio unidad; sino, el controlador seria
inestable. La solucion tedrica de considerar que estos polos inestables en G (z) ya
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seran cancelados por los ceros de fase no minima de la planta (pues esta conectada
en cascada con el controlador) no es planteable, ya que en la practica siempre hay
pequenos errores de calculo o de modelado que imposibilitan una cancelacién polo-cero
perfecta.

Cabe recordar que los sistemas con retardo de transporte presentan ceros de fase no
minima, por lo que este método de disefio no les sera de aplicacion.

- Orden de N(z) respecto al orden de D(z):

Como se ha visto en el capitulo anterior, una funcion de transferencia T(z) no es
realizable de forma causal si el orden del numerador es mayor que el del denominador.
Por ello, si el orden de D(z) fuera mayor que el de N(z), es decir, que la planta tuviera
mas polos que ceros, la expresion de G (z) no seria causal, prerrequisito para controlar
en tiempo real. En este caso, una solucion es relajar los objetivos de disefo, y permitir
que la salida c(t) sea r(t-M), es decir, que se sigue imponiendo que la salida debe ser
igual a la entrada, pero ahora se permite un cierto retardo puro de M muestras. En este
caso:

C “m
M(z) - % -7 (6.60)

~ |~

siendo m > orden de D(z) - orden de N(z). Asi pues:

G,(z Nz)
M(z) - bz 1
+ M zm
1+ Gy(2) D(z) K (6.61)
G,(2) - b@)
Nz) (z™ - K )

6.6. Determinacion de la funcion de transferencia a
partir de modelos descritos en el Espacio de
Estado

En ocasiones, se describe un sistema SISO mediante variables de estado. Estas son
variables internas del sistema, en un numero igual al orden del mismo, que permiten
determinar tanto su dinamica interna como externa en todo instante de tiempo. O, dicho
de otro modo, son variables que describen las condiciones o el estado del sistema en
un determinado instante de tiempo y proporcionan la informacién necesaria para
determinar su conducta en otros instantes.

La descripcion de un sistema mediante variables de estado es una representacion
matricial de las ecuaciones que lo rigen. En el caso de un sistema discreto, las variables
de estado tienen la forma:
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X[k+1] = F X [K] + G [k

VK]

HIK + D dk] (6.62)

siendo F la matriz de sistema o de transmision, G la de entrada o de control, H la de
salida o de observacion y D la de transmision directa (feedforward o by-pass). X[k] es
el vector de estados, G[k] es el de entrada e y[k] es el de salida.

Por ejemplo, si se tuviera el sistema de segundo orden de la figura:

c y[n]
—Pp—

un]

=

AP
\ﬁ‘ g
NI
(o2
N

Fig. 6.29. Sistema IIR de segundo orden

y se definieran unos estados x, y x, a la salida de los retardadores, las ecuaciones de
estado serian:

X[k+1] = F X[k + G d[K
VK = HIK + D dK]
x4 [K] 0 1
X[K] = 1 . G[Kl = ulk] ﬁ_[ ] (6.63)
X, [K] a, a,
. |0 )
G = ], H=-=(b, b) , D-c
1

Tomando transformadas Z de la ecuacion de estado en el caso de un sistema SISO:
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X[k+1] = F %[k + G u[K]
zX(z) =FX(@z +GU(@) -
(6.64)

(zI-F) X(z) = G U(2) =
X(z) = (2-F)"' G U(2)
y sustituyendo esta ultima expresion en la ecuacion de salida, puesto que al ser SISO
la salida y es unidimensional, igual que lo es la entrada u, se tiene:

yIKl = HIKI X[kl + D ulK]
(6.65)

Y(z) = H(z) X(z) + D U(z) =
Y(z) = (H @zI-F)' G + D) Uz)
con lo que, recordando la forma de calculo de la inversa de una matriz, la funcion de

transferencia sera:

M2) _ g adilzl-F] 5.5 (6.66)
(2) |z[-F]| '

Como las raices del determinante del denominador son los autovalores de la matriz F,
es inmediata la identificacién entre estos autovalores y los polos de la funcién de

transferencia.
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

EJERCICIOS

Evalle la estabilidad del sistema:

R(s) p Jon 5 C(s)
+(:) \L 1-z-1 s(s+5)

T

donde el interruptor indica un muestreo de la sefial analdgica (conversion A/D ideal)
6.1.1. Por medio del LGR.

6.1.2. Utilizando el criterio de Jury.

Obtenga el valor de las constantes de precision K, K, y K, para el sistema del ejercicio
anterior.

Obtenga el margen de valores de K que estabilizan el sistema descrito por el polinomio
caracteristico (utilice el criterio de Jury):

Pz) =2z%+7z23+162z2+Kz+ 1

Dado el sistema:

R(s) 04+02z" K Cls)

> ZOH [
¥ 1-062" s(s+4)

6.4.1. Dibuje el LGR (utilice el Matlab).

6.4.2. Obtenga el valor de la K critica (valor de K a partir del cual el sistema es
inestable).

6.4.3. Evalue el transitorio para K= K_.., /2

critica .

6.4.4. Indique el tipo de sistema y los valores de K, K, y K.
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6.5.

6.6.

6.7.

Sea el sistema de la figura:

R(s)\/.\ s+10 10 C(s)
+ - s+4 s+2
G,(s)

6.5.1. Discretice el controlador G (s) mediante la transformacion bilineal.

6.5.2. Discretice la planta (recuerde que no hace falta incluir el efecto del ZOH, al
haberse usado la transformacion bilineal).

6.5.3. Esboce la respuesta al escalon del sistema discreto (respuesta indicial) —Utilice
la instruccion dstep del Matlab.

Obtenga una G,(z), mediante la técnica de disefio dead-beat, tal que la salida del
sistema de la figura sea un escalén, con retardo minimo, frente a una entrada también
en escalon.

R(s) 10 C(s)

s+2

—| 6@ |3 DA >

Nota. Puede usar la FBD para obtener la trasformada Z de la planta.

La siguiente funcion de transferencia corresponde al modelo de estabilidad longitudinal
de un avion de transporte que vuela a unos 13 km de altitud. La variable de salida 8(s)
es la elevacién del angulo que forma el morro del avion respecto a su trayectoria de
vuelo (pitch del avion), y la excitacion &(s) es el angulo de desplazamiento provocado
en los estabilizadores horizontales (de cola).

B(s) _ -1,31-(s+0,016)(s+0,3)

G(S) B 2 2
5(s)  (s?+0,0046s+0,0053)(s?+0,806s+1,311)

Se pide que, con ayuda del Matlab:

a) Represente la respuesta al escalén del avion e indique el tiempo de establecimiento
(tiempo que tarda en estabilizarse) del mismo.

b) Proponga un autopiloto (controlador digital) que combine la velocidad de
estabilizacion con el confort de los ocupantes del avidén, entendiendo como
inconfortables las oscilaciones, y especialmente las de mayor frecuencia.
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